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R�sum�

Les solveurs de systèmes de contraintes combinent des techniques de filtrage avec des
techniques de recherche systématiques qui ne tiennent pas compte de la sémantique des
contraintes. Nous proposons dans cet article une technique de décomposition de domaines
guidée par la sémantique des contraintes de distance. Cette décomposition sémantique, que
nous nommerons SDD (Semantic Domain Decomposition), isole les sous-espaces disjoints
dans l’espace de recherche. Les domaines des coordonnées d’un même point sont décom-
posés et réduits par la SDD en utilisant les propriétés de monotonie et de convexité des
contraintes de distance. Nous montrons comment cette technique peut être combinée avec
différents filtrage locaux. L’apport de la SDD est mis en évidence sur différents CSP consti-
tués d’équations de distance.

1 Intr oduction

La satisfactiond'un systèmedecontraintesnum�riques(ouNCSP1) estunproblèmequi ade
nombreusesapplicationsdanslessciencesde l'ing�nieur . Un NCSPestd�®ni parun ensemble�

de variables,un ensemble� de domainesassoci�sà cesvariables,ainsi qu'un ensemble�
decontraintesconstitu� d'�galit�s et d'in�galit�s entredesfonctionsnum�riquesimpliquantces
variables.La repr�sentationdesdomainespardesintervallesa permisuneadaptationdesoutils
existantsen programmationpar contraintessur desdomaines®nis. Plus particulièrement,les
techniquesde consistanceslocales[Mac77], commela kB-consistance[Lho93, Lho94] ou la
Box-consistance[PVH96] calculentuneapproximationext�rieure del'ensembledessolutions.
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FIG. 1 – Disjonctionsdansl'espacedessolutions

Pour isoler les solutionsponctuellesdu système,on utilise desm�thodesd'�num�ration,
commela bissection,en combinaisonaveccestechniquesde ®ltragelocal. La plupartdessol-
veursdecontraintesmettentenœuvrecestechniquesdemanièresyst�matique,souventsanstenir
comptedela s�mantiquedu problème.C'estnotammentle caspourla r�solution decontraintes
g�om�triques où les pointssont repr�sent�s par un ensemblede variablestrait�es de manière

1. NumericalConstraintSolvingProblem
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ind�pendante.D'autrepart, l'utilisation despropri�t�s descontraintes,commela monotonieou
la convexit�, am�liore l'ef®cacit� destechniquesder�solution usuelles[BMB02].

Nousproposonsdanscet article unestrat�gie de recherchequi s'appuiesur la s�mantique
descontraintes.L'int�r�t de cettestrat�gie est illustr�e sur desproblèmesde satisfaction de
contraintesde distance.Ce type de contraintesintervient dansde nombreuxdomainesd'ap-
plication commela conceptionoptimalede robots[GSR92, Laz92, Die98,Mer03] et plus g�-
n�ralementlesproblèmesdemod�lisationg�om�trique, lesproblèmesdeconformationmol�cu-
laire [CH88, KB00], ou encoredansd'autresapplicationsplus th�oriquescommele problème
decirclepacking [Mar00,SCCG01,MC04]. Lessystèmesd'�quationsdedistancesontdespro-
blèmesparticulièrementdif®cile à r�soudrepar lesm�thodesclassiques.En effet, lesdomaines
peuventcontenirà la fois descontinuumsetdessolutionsponctuelles.Deplus,le nombreimpor-
tantd'axesdesym�trie et dedisjonctionsdansl'espacedessolutionsaugmentela combinatoire
du problème.

Diff�rentestechniquessp�ci®quesde®ltrageont�t� propos�espourla r�solution desystèmes
d'�quationsdedistance,notammentlestravauxdeLebbahetal qui introduisentunem�thodede
®ltrageglobalnomm�eQuadet sp�ci®quementadapt�eauxcontraintesquadratiques[LRM02,
MLR03]. Onpeutciter �galementlestravauxdeMarkot etCsendesqui pr�sententunetechnique
bas�esurunerepr�sentationdesdomainespardespolytopesconvexes[Mar00,SCCG01,MC04].
Cettetechnique,nomm�eMethodof “Active Areas”, a �t� r�introduite parHeuschsousla forme
d'unecontrainteglobale[Heu03].

L'approchepropos�e ici est compl�mentaireà ces®ltragesdansla mesureoù elle guide
la strat�gie de recherche.Son objectif est d'identi®er despoints de choix les plus plus perti-
nents.C'est uneapprochealternative aux techniquesde d�compositionstructurelledu graphe
de contraintesintroduitespar Jermannet al [JTNR00,JNT02, JNT03]. En effet, cettedernière
approcheutilise la structuredessystèmesdecontraintespourd�composerensous-systèmesplus
simplesalorsquenousproposonsd'utiliser les propri�t�s descontraintespour d�composerles
domaines.

La sectionsuivanted�crit demanièreinformelle le principedenotrestrat�gie de recherche
guid�e parla s�mantiquedescontraintesdedistance.

2 Description informelle

Les m�thodesde r�solution de CSPsnum�riquessontsouvent bas�essur uneapprochede
type Branch& Prune.Basiquement,l'id�e estde d�couper le domained'une variablea®n de
diviser le problèmeen deuxsous-problèmes(Branch).Chaquesous-problèmeestalors r�duit
ou �limin� en utilisant unem�thode de ®ltrage,par exempleuneconsistancelocale.Puis,un
nouveaudomaineestchoisipour �tre d�coup� et le processusrecommencejusqu'àcequetous
lesdomainessoientdetaille inf�rieure àuncertainparamètredepr�cision.

Notre d�compositionse placeen amontde la r�solution proprementdite dansla mesure
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où elle divise l'espacederechercheensous-espacesv�ri®ant de fortespropri�t�s ( consistance
localeetmonotoniedescontraintes)maisnonn�cessairementr�duits àunesolutionponctuelle.

2.1 Décomposition sémantique des domaines

Nous introduisonsici une techniquede d�compositions�mantiquepour les contraintesde
distance,nomm�e SDD (SemanticDomainDecomposition).Cettem�thode d�coupe et r�duit
lesdomainesdespointsmis enjeu dansunecontraintededistanceenutilisantsespropri�t�s de
monotonie.La formecanoniquedes�quationsdedistance2 ���������	��
���
�� estutilis�e pour
isolercespartiesmonotonessur ��������� , ��������� , ��������� et ��������� .

3

1

1 2

-1

-2

-3

2

-3 -2 -1 3

Domaine de A

Domaine de B

Solutions

A1

B1 B2

A2

A3A4

B4 B3

3

1

1 2

�1

�2

�3

2

�3 �2 �1 3

FIG. 2 – La �gur edegauchemontrelesdomainesde � et � aprèsun�ltr agepar 2B-consistance.
Lescarréspleinsreprésententlescontinuumsdesolutions.La �gur ededroitemontre les4 sous-
domainesde � et ceuxde � ainsi que leurs liaisonsdansla micro-structure calculéepar la
SDD.

Un changementdevariablelin�aire permetdepasserdela formecanoniqueàunecontrainte
et ainsi d'extraire les sous-domainesdespointssur cespartiesmonotones.L'exemplesuivant
illustre lesapportsdeSDD parrapport�aauxconsistanceslocales:

Exemple2.1 Soient2 pointsduplan � �"!$#&%(')#+* et �,�"!.-	%('/-&* dontlesdomainessontrespective-
mentlesboîtes0 �21 %4365/��0 �87 % 7 5 et 0 � 39% 7 5:�;0 � 39%<365 . Onchercheà déterminerlespoints � et � tels
quela longueurdusegment0=�>�85 , notée
 , soitdansl'intervalle 0=?A@CB:D9%<D65 . LeCSPcorrespondant
estdécrit par la contrainte �"!.# � !.-&* �E� �F'G# � '/-&* �8
H
�� , avec !I#KJL0 �21 %4365 , !.-MJL0 �87 % 7 5 ,
')#�J�0 � 39% 7 5 , '/-NJ�0 � 39%<365 et 
 J�0O?P@<B:DQ%4D65 .

La 2B-consistancenepermetpasder�duire cesdomaines;la ®gure2 (à gauche)montreque
lescontinuumsdesolutionssontprochesdesbornesdesdomaines.À droite,la ®gure2 montre

2. Endimension2 poursimpli®er la notation.La g�n�ralisation endimensionquelconqueesttriviale.
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quela SDD divise le CSPinitial en4 sous-CSPcorrespondantaux4 sous-espacesdesolutions
locales.Cessous-espacessontmod�lis�s parungraphedesous-domainesdontlesar�tessontles
segments��� ��� , � � ��� , ��� ��� et ��� � � .

Notonsqu'avecunepr�cision de l'ordre de0.05la bissectioncombin�e à la 2B permettrait
d'obtenir un r�sultat similaire mais avec 2 �tapes de division alors que la SDD ne n�cessite
qu'une�tape. La combinaison2B & bissectionavecunepetitepr�cision conduiraità �num�rer
un grandnombredepointssolutionsdusystème.

Uneapprochebas�esurlesunionsd'intervalles[BO93] permettrait�galementd'obtenirune
d�compositionsimilairepourchacundesdomainesmaissansla micro-structure.Sanscesliai-
sons,les 16 combinaisonsde sous-domainesdoivent �tre examin�es a®n de trouver les sous-
espacespotentiellementporteursdesolutions.

2.2 Décomposition sémantique d’un CSP

Danscettesection,nousmontronssurun exemplesimplecommentla SDDestpropag�esur
l'ensembledusystèmedecontraintes.Le r�sultat decettepropagationestuned�compositiondu
CSPinitial enunensembledesous-domainessurlesquelstouteslescontraintessontconsistantes
etmonotones.Danscetexemplenotrealgorithmeded�compositionsuf®t à isolerrapidementles
solutionsdusystème.
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FIG. 3 – La �gur e 3(a) montre la décompositiondu domainede � en 2 sous-domaines��� et
� � , pour la contrainte ��� . La �gur e 3(b) montre la décompositiondu domainede

�
en4 sous-

domaines
�
� ,
� � , � � et

�
� , pour la contrainte � � .
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Exemple2.2 Considéronsdansle plan,3 points � � � % � * , ���"! -	%C')-�* et
� �"!�� %('��+* où le point

�
�

est �xé à l'origine du repère cartésien.Les domainesinitiaux de ! - , '/- , !�� et '�� sont res-
pectivement0 7 % 1 5 , 0 �21 % 1 5 , 0 � 1 %43 5 et 0 �87 %<365 . Les distancesentre les points sont donnéespar :
�>� � 
 7 1 ,� � � 
 D et � � � 
 7 � . LeCSPcorrespondantestle suivant:

–
� 
�� !.-	%C')- %(!�� %('���� .

– � 
�� 0 7 % 1 5 % 0 �21 % 1 5 % 0 � 1 %43 5 % 0 � 7 %<365�� .
– � 


	
�� ����
 ! �- � ' �- = 7 1
� � 
 ! �� � ' �� = D
����
 � !.- � !���* �&� �F')- � '�� * � = 7 �

Les3 solutionsdeceCSPsontreprésentéesgraphiquementsur la �gur e4.
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�1

1

2

3
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Domaine de B

B'

C'

C''
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FIG. 4 – Les3 solutionsduCSPdel'exemple2.2sontlestriangles �2� � , �>��� � � et �>��� � � � � .
La SDD appliqu�eà la contrainte� � d�composele domaineinitial de � en2 sous-domaines

��� et � � . Dem�me, la contrainte� � permetà la SDDded�composerle domainede
�

en4 sous-
domaines

�
� ,
� � , � � et

�
� . La ®gure5 montrele r�sultat decetted�composition.Le traitement

dela contrainte��� nousconduitàexaminerles8 combinaisonsdesous-domainesde � et
�

:
– ��� � � et � � � � sontimm�diatement�limin�es car

�
� n'a desupportni dans� � , ni dans� � .

– Dem�me pour � � � � et � � � � , car � � n'a desupportni dans
�
� , ni dans

�
� .

– Uneconsistancelocaleappliqu�e à � � � � , ��� � � et � � � � suf®t à isoler les3 solutionsdu
système.
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La suitede cetarticleestorganis� de la manièresuivante: dansla section3, nousdonnons
lesd�®nitions n�cessairesàla compr�hensiondela suitel'article. La section4 d�taille la d�com-
positions�mantiquedesdomaineset l'algorithmeded�compositiondeCSP. En®n, la section5
montrequela SDD am�liore lesperformancesdesm�thodestraditionnelles(consistancelocale
coupl�e avecla bissection)pourdiff�rentesvariantesdu classiqueproblèmedu pentagone,ainsi
quepourun problèmeclassiquederobotique.

3 Préliminair es

Nousutilisonsla d�®nition classiquedesCSP, telle qu'elle est�nonc�e parMackworth:

D��nition 3.1(Constraint SolvingProblem(CSP)[Mac77]) Un ����� estun triplet � � % � % �&*
tel que :

–
� 
�� ! � % @ @ @ %O!�� � estun ensembledevariables.

– � 
 �6
�� � % @ @ @ % 
��	� � estun ensemblededomaines.

�	� estle domainecontenanttoutes
lesvaleurs potentiellesdela variable !
� .

– � 
 � ��� % @ @ @ % �	��� estun ensembledecontraintes.
On note �����A� � * le sous-ensemblede

�
desvariablesde � .

Dansle casdesCSPcontinus,les domainesdesvariablessont repr�sent�espar desinter-
valles,dela forme 
��>
 0 ! % ! 5 .

Le problèmedesatisfactiondecontraintesdedistanceconsisteà d�terminer lespositionsde� pointssatisfaisantun ensemblede relationsde distanceeuclidienne,dansun espaceborn�.
Unecontraintededistanceestune�quation quadratiquequi metenjeu lescoordonn�esdedeux
points

� � �"! �� %(! �� % @ @ @ %O!�� � * et
��� �"! �� %O! �� % @ @ @ %O!��� * , ainsiqu'unevariabler�elle positive ��� � :

�� �
� � � !

�
� � !

�
� * � 
 �	� � �

Lesdomainesdescoordonn�esdespointset de la distance��� � sontdesintervalles.Le domaine
d'un pointestuneboîted�®nie parle produitcart�siendesdomainesdesescoordonn�es.

La descriptionla plusg�n�rale endimension� deceproblèmesousla formed'un CSPestla
suivante:

– � 
 � � � � ! �� %(! �� % @ @ @ %O! � � * � �! ��" �� unensemblede � pointsde � � .
– � 
 �6
 �� % 
 �� % @ @ @ % 
 � � � �! ��# �� un ensemblede domainesassoci�saux composantesdes

pointset telsque 

�
� 
 0 !

�
� % !

�
� 5 . Le domainedu point

� � , not� 
 � estla boite 
 �� � 
��� �
@ @ @ � 
 � � .

– $ 
 � $
�
� �! 

�
 �� un ensemblede % intervallesassoci�saux distanceseuclidiennes�

�
entrelescouplesdepoints � � �'& % �(� & * d�®nit un ensemblede % contraintes:)�*,+ % �

�

.- � / � � � ! /�'& � ! /� & * � 
 �

�
� avec �

�
J0$

�
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En dimension2, on noterales coordonn�esdu point
� � par �"!�� %(' �"* , sondomainepar 
 � 

��	� � 
 �

� et lescontraintespar:)�*,+ % �

�

 �"!�� & � ! � & * � � �F' � & � ' � & * � 
 �

�
�

Lesdistancessontdescaract�ristiquesdu problème: ellesneserontpasrepr�sent�espardes
variablesdu CSPet on ne chercherapasà r�duire leur domaines.Les intervallesassoci�saux
distances,g�n�ralisent les relationsde distanceau senslarge. À un intervalle dont les bornes
sont�galescorrespondune�quation. Deuxin�quationsrepr�sententla relationdedistancecor-
respondantàun domainenonponctuel.

La sectionsuivantepr�sentela techniqueded�compositiondesdomainesqui estaucœurde
notred�marche.

4 Décompositionsémantiqued'un CSP

Lessolveursdecontraintesutilisenthabituellementunetechniquedebissectionqui consiste
à d�couperun domaineen deuxpartiesg�n�ralement de m�me taille. Dif f�rentes heuristiques
(taille desdomaines,variablescontiguës,@ @ @ ) peuvent�tre utilis�es pours�lectionnerle domaine
dela variableàbissecter. C'estunem�thodesyst�matiquequi neprendpasencomptelesinfor-
mationssp�ci®quesdescontraintesconsid�r�es.

Nous proposonsune strat�gie de r�solution qui tire pro®t despropri�t�s sp�ci®quesdes
contraintesdedistance.Lesprincipalescaract�ristiquesdecettem�thodesont:

– Un d�coupagesimultan� detouteslesvariablesli�es parunecontrainte.
– Une strat�gie de choix de point de coupequi exploite les propri�t�s s�mantiquesdes

contraintes(monotonieet convexit�).
Cettestrat�gie am�liore les performancesdesr�solveursde contraintesbas�essur desconsis-
tanceslocales(c.f. exp�rimentationsdansla dernièresectiondel'article).

Danscettesectionnousd�crivonsplusformellementnotrealgorithmeded�composition.La
section4.2d�taille la r��criture duCSPinitial avantl'applicationdenotrestrat�giederecherche.
Dansla section4.3, nousverronsque le sch�ma g�n�ral de cet algorithmereposenon sur un
d�coupagesyst�matiquedesdomainesmaisguid� par la s�mantiquedescontraintes.Dansla
sectionsuivantenouspr�sentonscettetechniquede d�compositionqui est au coeurde notre
d�marche.

4.1 Décomposition des domaines guidée par la sémantique des contraintes

On considèrela formecanoniquedes�quationsdedistance:

� 
/! � � ' � 
 � �
Cetteformenouspermetd'isoler rapidementlessous-domainesdesvariables! et ' surlesquels
la contrainte� possèdeun supportet estmonotone.
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D��nition 4.1(SemanticDomain Decomposition(SDD))Considérons la contrainte �)� !�%C'P* 

! �/� ' � 
 � � avec � !�%C'P*�J 
 . Ondé�nit l'ensembleSDD� � % 
 * dessous-domainesengendréspar
la décompositionsémantiquedu domaine
 relativementà la contrainte � . Cessous-domaines
sontdé�nis par : 
 ��


�� � � !�%C'P*�J 
 
/!�� ��� '�� ��� �)� !�%C'P* �

 ��


�� � � !�%C'P*�J 
 
/! + ��� '�� ��� �)� !�%C'P* �

 ��


�� � � !�%C'P*�J 
 
/! + ��� ' + ��� �)� !�%C'P* �

 ��


�� � � !�%C'P*�J 
 
/!�� ��� ' + ��� �)� !�%C'P* �
où � �	� � désignela plus petite boîte contenanttous les élémentsde l'ensemble� et �)��
 %
� *
signi�e quela contrainte � estvéri�ée pour ! 
 
 et ' 
 � . Notonsquecertainsdecessous-
domainespeuventêtrevides.

Propri�t� 4.1 Soit � �"!�%('P* 
 ! � � ' � � � � et la contraintedé�nie par � �"!�%('A* 
 � et Soit ��J
SDD� �6% 
 * , tel que ���
�� . Alors la fonction � estmonotonesur � .
Preuve Le vecteurgradientde � � !�%C'P* estd�®ni par:

��� �"!�%('A* 
 �
� �� ! �"!�%('P* %

� �� ' �"!�%('A* * 
 � 36!�%<3G'P*
Chacunedescomposantesde

��� � !�%C'P* estdesigneconstantsurtoutsous-domaine�8J SDD� � % 
 * ,
pard�®nition. Donc � estmonotonesur � .

±4

±2

2

4

y

±4 ±2 2 4 6

x

����

����� ��

FIG. 5 – Illustrationdela décompositionsémantiquesur l'exemple4.1.
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Comme � est monotonesur chacundessous-domainesconsid�r�s, nouspouvons utiliser
l'extensionauxintervallesdesfonctionsdeprojection[CDR98] associ�esà � �"!�%('A* pourcalculer
la pluspetiteboitequi contienttouteslessolutionsde �G�"!�%('A* surle dit domaine.

Exemple4.1 Considérons les variables ! et ' de domainesrespectifs0 � ?A%<D65 et 0 � 39%(?)5 et la
contraintec:

� 
/! � � ' � 
 3/D
La �gur e 5 montre quela décompositionsémantiquedécoupele domainedu vecteur �"!�%('A* en3
sous-domaines: 0 � %4D 5A��0 � %C?)5 réduità 0 1 %<D65A��0 � %C?G5 , à l'aide dela projectiondela contrainte � . De
même, 0 � ?P% � 5 � 0 � %C?G5 estréduità 0 � ?A% � 1 5 � 0 1 %(?)5 . 0 � ?A% � 5 � 0 � 39% � 5 estéliminépuisquela contrainte
n'a pasdesupportdanscedomaine. En�n, 0 � %<D65���0 � 39% � 5 estréduit à 0=?A@<D��:3/D9%<D65�� 0 � 39% � 5 .

La fonctionSDD(c.f. Fonction1) r�alise cetted�compositions�mantiqueenconsid�rantune
contraintededistancesousformecanonique

�
et le domaine
 
 
 � � 
 � du vecteurassoci�

à
�

. La r�duction dessous-domaines(ligne 7) esteffectu�e par la fonctionNarrow � 
 % � * qui
utilise lesfonctionsdeprojectionsuivantes:


���� 
��������	��
 � $ � ��� � *



�
� 


�
��������
 � $ � ��� � *

où �
�	��
 � $ � � ��� * estl'extensionauxintervalles[CDR98] dela fonction � � � � ! � . Lessous-
domainesnonr�duits à l'ensemblevide sontajout�s à l'ensemble� , destin� à contenirlessous-
domainesr�sultant decetted�composition(ligne 9).

Function 1 SDD� � % 
 *
1: 
 � � � �"!�%('P*�J 
 
/!�� ��� '�� � �
2: 
 � � � �"!�%('P*�J 
 
/! + ��� '�� � �
3: 
 � � � �"!�%('P*�J 
 
/! + ��� ' + � �
4: 
 � � � �"!�%('P*�J 
 
/!�� ��� ' + � �
5: ��� �
6: for all � suchthat 7 + � + ? do
7: 
 � � Narrow � 
 � % � *
8: if 
 � �
 � then
9: ��� ��� �6
 � �

10: end if

11: end for
12: return �

Cettefonctiondontla complexit� temporelleestconstanterenvoiedoncl'ensembledessous-
domainesd�crits parla proposition4.1.
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Notonsqu'en dimension� le nombremaximalde sous-domainesengendr�spar cetted�-
compositionestexponentielet �gal à 3 � . N�anmoins cettem�thode est tout à fait adapt�een
dimensionfaible (2 et 3), où lesapplicationsfaisantintervenir descontraintesdedistancesont
lesplusnombreuses.

Notons�galementqu'un sous-domaine� issude la d�compositions�mantiquene peut�tre
d�compos� àplusieursreprises,cequi setraduitparla propri�t� suivante:

Propri�t� 4.2(Point �xe) Soit � J SDD� � % 
 * alorsSDD� �6% � * 
 � .
4.2 Réécriture du CSP initial

Consid�ronsun CSP� 
 � � % � % �&* constitu� exclusivementde % contraintesdedistancede
la forme3 :

�

�

.�"! � & � !�� & * � � �F' � & � ' � & * � 
 � �

�
La r��criture du CSPinitial consisteà mettretouteslescontraintessousformecanonique.Pour
chaquecontrainte�

�
on introduit deuxvariablesadditionnelles�

�
et �

�
correspondantauxco-

ordonn�esdu vecteur
�P� ���� � & ��� & . Les domaines�

�
desvecteurs� �

�
% �
�
* sontcalcul�s en utilisant

l'arithm�tique desintervalles.La r��criture dusystèmeconsisteàajouterlescontraintesdechan-
gementderepèreetà remplacer�

�
parsaformecanonique:	
 � � �

�

 � �

�
�����

�

 � �

�
�
�

 ! � & � !�� &�

�

 ' � & � ' � &

L'ensembledesdomainesestdoncdela forme:

� 
�� � � % @ @ @ % ��� % 
 � % @ @ @ % 
 � �
où 
 � estle domainedupoint

� � avec 7 + � + � , et �
�

estle domaineduvecteur� �
�
% �
�
* associ�

à la contrainte� �
�

avec 7 + * + % .
Lescontraintes� �

�
�tant sousformecanonique,lesdomaines�

�
desvecteurs� �

�
% �
�
* pour-

ront �tre d�compos�senutilisantla techniqueded�compositions�mantique(c.f section4.1).

4.3 Algorithme de décomposition sémantique

NotrealgorithmedeD�compositionS�mantique,nomm� DS, considèreun CSP � � % 
 % � * et
calculeuned�compositiondu domaineinitial 
 etunensembledesous-domainessurlesquels:

– touteslescontraintesde
�

sontmonotones
– unepropri�t� deconsistancelocaleestv�ri®�e

3. Nousd�cri vonsnotrem�thodeendimension2, l'extensionendimensionsup�rieureesttriviale
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Par exemple,soit le CSPinitial � � !�%('�� % �6

� % 
 � � % � * . DSva g�n�rer un ensembledecouples
dela forme �6
 �� % 
 �� � où 
 ���� 
�� et 


�
�
� 
 � De plus,pourchacundecescouplesengendr�s

parDS, lesCSP � � !�%('�� % �6
 �� % 
 �� � % � * v�ri®ent unepropri�t� deconsistancelocale.
DSestdoncparam�tr� parunefonctionnomm�eLC qui �tant donn� un CSP � � % 
 % � * ren-

voie l'ensembledesdomainesobtenuspar un ®ltrageutilisant uneconsistancelocale(e.g. 2B-
consistance[Lho93, Lho94], Box-consistance[PVH96]).Si le CSPne v�ri®e pasla consistance
localeassoci�eàLC, cettefonctionrenvoie unensemblevide.

Le principedeDS(voir fonction2) estsensiblementle m�me queceluid'un algorithmedere-
cherchearborescentebas�surla bissection.La principalediff�rence�tant le fait quelesdomaines
des � �

�
% �
�
* sontd�compos�senutilisant la d�compositions�mantiqued�crite pr�c�demment.

Contrairementà la bissectiondont le processusde d�compositionne s'arr�te quelorsquetous
les domainessontsuf®sammentpetits(de taille inf�rieure à un ��� � donn�), le point ®xe est
atteintlorsquetouslesdomaineson �t� consid�r�s (voir propri�t� 4.2).Autrementdit, tousles
domainesdesvecteurs�

�
v�ri®ent la propri�t� �

�

 SDD� �

�
% �
�
* , cequi signi®eque �

�
a d�jà

�t� d�compos� parSDD.

Function 2 DS� � % � % ��*
1: � � �
2: � � � � �
3: while � �
�� do
4: Choose� from � %% � 
 � � � % @ @ @ % � �2% 
 � % @ @ @ % 
 � �
5: if �

�

 SDD� �

�
% �
�
* for all �

�
J � then

6: � � � � �	� �
7: else
8: Choose�

�
from �

9: Let �

�
J � theconstraintassociatedto �

�
.

10: for all �8J SDD� �
�
% �
�
* do

11: � � � � 0 �
�
� � 5 %% � � 
�� � � % @ @ @ % �

�
� � % �/% �

�
� � % @ @ @ % � �2% 
 � % @ @ @ % 
 � �

12: � � � LC � � % � � % �&* %%Local®ltering of thedomain � �
13: if � � �
 � then
14: � � � � �	� � �
15: end if

16: end for

17: end if

18: endwhile
19: return �

11



Pluspr�cis�ment, DSutiliseun ensemble� contenantdessous-domainesdu domaineinitial
et initialis� à �6
 � (ligne 2). � estalorsextrait del'ensemble� et l'on v�ri®e si le point ®xe est
atteint(lignes4 et5).

Si c'est le cas, � estajout� à � , l'ensembledestin� à contenirlessous-domainesengendr�s
parDS(ligne 6). Sinon,on choisitun vecteurdontle domaine�

�
n'a pasencore�t� d�compos�

parSDD(ligne 8). Pourtouslessous-domainesengendr�spar la d�compositions�mantiquedu
domaineduvecteurchoisi(ligne10),onajouteà � lessous-domainesde � correspondantss'ils
v�ri®ent la propri�t� deconsistancelocale(lignes10à15).L'appelà la fonctionLC utilisetoutes
lescontraintesde � pourr�duire lesdomainesdetouteslesvariables.

L'heuristiqueutilis�e pourchoisir le sous-domaineextrait de � (ligne 4) estdechoisircelui
dont la d�compositionest la plus avanc�e. Cela correspondà une recherchearborescenteen
profondeurd'abord,cechoixsefait doncentempsconstant.

L'heuristiqueutilis�e pourchoisir le prochaindomaineà d�composer(ligne 8) estdechoisir
celui dont la d�compositionpar SDDengendreun nombrede sous-domainesminimal et stric-
tementsup�rieur à 1. Une rechercheexhaustive du minimum estutilis�e avec unecomplexit�
temporelleen � � % * où % estle nombredevecteurs,c'est-à-diredecontraintesdu système.

Nous allons maintenantmontrerl'apport de notre algorithmede d�compositionsur diff�-
rentesexp�rimentations.

5 Résultatsexpérimentaux

Lessections5.1et5.2d�taillent respectivementlesproblèmesdupentagoneetdela cin�ma-
tiquedirected'un robotplan.Lesr�sultatsobtenusparDSsurcesproblèmessontd�taill�s dans
la section5.3,ainsiquela comparaisondecesr�sultatsavecceuxobtenusavecla bissection.

5.1 Problème classique du pentagone

O
A

D

C

B

E

A

B

C

O
A

B

C

D

E

O

Pentagone Pentacle Triangle

FIG. 6 – Solutionsduproblèmedu pentagone
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Le problèmedupentagoneestunCSPbienconnudansla communaut�dela programmation
parcontraintessur lesdomainescontinus.Il estsouventutilis� pour illustrer lesproblèmesque
rencontrentlesm�thodesde®ltragelocal, lorsquel'espacesolutionestfractionn�. Il s'agit d'un
CSPg�om�trique en 2D, constitu� de 5 points

�
� ,
� � , � � , � � , et

���
sur le cercleunitaire, tels

quelessegments
�
�
� � , � � � � , � � � � , � � ��� , et

�
�
���

soientde longueur�gale à
�
. L'un deces5

pointsest®x� aupointdecoordonn�es(1,0)pour�viter quele nombredesolutionsnesoit in®ni.
Selonle choix de la distance

�
entredeuxpointscons�cutifs,on obtient3 instancesquenous

nommeronspenta1, penta2etpenta3donnantlieu à3 typesdesolutions(Fig. 6) :
1. penta1: Si

� 
 3����	����
 � * il y a 2 solutionspour la combinaison
�
�
� � � � � � ��� formantun

pentagone,�2� � 

� , � ��
 � � .
2. penta2: Si

� 
 3������&� � 
� * il y a 2 solutionspour la combinaison
�
�
� � � � � � ��� formantun

pentacle,�2� � 
�� , � ��
 � � .
3. penta3: Si

� 
 3����	�&� � 
� * il y a 10 solutionspourla combinaison
�
�
� � � � � � ��� formantun

triangle,�2� � �2� ,� � ��� � , �2� � � � , � � ���>� , �>�8�>� � , � � � � � , �>� � � � , � � � � � ,
�2��� � � et � � �>� � .

O
A

B

C

D

E

I

J

F

G

H

FIG. 7 – Ajoutdecontraintesdansle problèmedupentagone

Pourcompliquerun peule problème,cinq pointssuppl�mentairessontajout�s auproblèmeini-
tial, unentrechaquear�te àunedistancede1 dechaqueextr�mit� (Fig. 7). Pourunesolutiondu
problèmeclassique,celaengendre3

� 
M1 3 fois plusdesolutions,soit 64 pourpenta1etpenta2,
et320pourpenta3. L'instancecorrespondantàl'extensiondepenta1(resp.penta2, penta3) �ten-
dueparceproc�d� seranomm�eext-penta1(resp.ext-penta2, ext-penta3)
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5.2 Cinématique directe d’un robot plan

Le manipulateurdetype3-RPRestform� dedeuxtriangles:la base�>� � et la plate-forme
���� reli�s par3 jambes� 
 , � � et
� � (voir ®gure8). Le problèmedela cin�matiquedirecte

estde trouver touteslespositionsde la plate-formecompatiblesavec les longueursdesjambes
qui sontlesdonn�esdu problème.Ceproblèmepossède6 solutionsr�elles[GSR92].

�������	��
 �
�������	��������
��
�����	��� �����	��������	���� �

��� 

 !���	�"�

#

$
$&% �������� !'����

( �����)�*��


FIG. 8 – Un manipulateurplanairedetype3-RPR

5.3 Résultats et analyse

Pb(#sol) Bissection DS
2B � 7 � � ��+ * Box � 7 � � ��+ * 2B � 7 � � ��+ * Box � 7 � � ��+ *

t(s) #box t(s) #box t(s) #box t(s) #box
penta1(2) 0.02s 4 0.16s 4 0.03s 2 0.16s 2
penta2(2) 0.03s 100 0.07s 2 0.03s 2 0.03s 2
penta3(10) 0.04s 56 0.63s 192 0.03s 10 0.18s 10

ext-penta1(64) 1.47s 5128 3.02s 64 0.26s 64 2.71s 64
ext-penta2(64) 3457.32s 430798 1.91s 64 0.08s 16 0.52s 16
ext-penta3(320) 21.44s 87642 1705.45s 210398 1.12s 320 9.53s 320

robot2D(6) 7.77s 127 1.7s 12 0.26s 18 0.37s 20

FIG. 9 – Résultatsexpérimentaux

Nousavonscompar� lesperformancesdeDSaveccellesde la bissectionencombinantces
m�thodesavecla 2B oula Box avecunepr�cision de 7 � � ��+ . Lesexp�rimentationsont�t� r�alis�s
enutilisant le solveurIlog Solver 5.0 [ILO02] surun PC�quip� d'un microprocesseurpentium
IV à2GhZet128Modem�moire.
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Lesr�sultats (voir tableau9) montrentquepour lestrois premiersexemples(penta1,penta2,
penta3),lestempsdetouteslesapprochessontdel'ordre du centièmedesecondeset la compa-
raisonn'estpassigni®cative.OnnotetoutefoisqueDSg�nèreuneboîteparsolutionalorsquela
bissectiong�nèredenombreusesboîtesparasites.

Pourext-penta3, lesperformancesdeDSsontbienmeilleuresquecellesd'un algorithmede
recherchebas� surla bissection(le facteurdegainestcomprisentre20et200).Pourext-penta2,
le gainde tempsest�galementsigni®catif maiscertainesboîtesdoiventencore�tre d�coup�es
pourisolerlessolutions.

Pourrobot2D,le gaindetempsest�galementsigni®catifmaisquelquesboîtessanssolutions
sontg�n�r�es, ce qui estdû aux faiblescapacit�sde ®ltragedesconsistanceslocalesutilis�es.
Surcetensembledetestspr�liminaires, lesgainsenperformanceset pr�cision sonttrèsencou-
rageants.

6 Conclusion

Nousavonsintroduit danscet articleunenouvelle m�thode derecherchebas�esur uned�-
compositiondesdomainesdesvariables,qui exploite directementla s�mantiquedescontraintes
dedistanceentredeuxpoints.Lesr�sultatsobtenussurdesproblèmesacad�miquesdetaille r�-
duite sontencourageants.Toutefois,desexp�rimentationssur desproblèmesr�els d'une taille
pluscons�quentesontn�cessairespourvalidereffectivementla d�marche.La suitedestravaux
ported'unepart la poursuitedesexp�rimentationssurdesproblèmesissusdela robotiqueet de
la th�orie desm�canismes,d'autrepartl'�tude despossibilit�sd'�lar gir cetteapprocheàd'autres
systèmesdecontraintesnon-lin�aires.
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