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Resume

L'objet de cet article est de proposer une instanciation consis-
tante de tout reseauchemin-consistan de cortraintes atomiques de
RCC 5. L'ideede baseserad'asscier a chaque elemert d'un reseau
donne de RCC 5 un sous-ensetile de IN, qui ne cortient que des
multiples de nombres premiers speci ques, dont on xera la nature
au cours de notre construction. Pour cela on e ectuera une instan-
ciation corvenable des variables en consicerart des parties a la fois
in nies et co-in nies de IN . Elle serae ectueede facon dynamique et
incremertale, c'est-a-dire que lors du parcours du reseau(tout clas-
semen arbitraire de sesvariables nous corvient), a chaque variable
correspondra de nitiv emert une partie de IN, et ce quel que soit la
nature des cortraintes qui la lient au reste des elemerts du reseau
consicere. Notons que l'une descaracteristiques de cette approche est
son applicabilite au casd'un reseauatomique in ni.

Mots-cl es: Raisonnemen spatial qualitatif { Problemesde satisfac-
tion de cortraintes { Calcul desregions.

1 Intro duction

Confrontesau problemede I'etude d'un ensenble d'objets dansl'espace,
il s'avere parfois possiblequ'on sedesirteressalesdonneesquartitativ esca-
racterisart le systemeetudie, et qu'une description qualitative de ce dernier

Ce papier est une version plus complete de l'article Instanciation dynamique des
resaux de contraintes spatiales qualitatives preserie a RJCIA, Laval, 2003.



su se pour repondre aux questionssoulewees.De méme que l'introduction
par Allen [1] d'un formalismepermettant de raisonnerqualitativemern surle
temps a incite d'autres chercheurstravaillant sur dessujets en rapport avec
I'intelligence arti cielle a proposerdes modelesqualitatifs du raisonnemen
temporel [21, 13], d'autres sesort pendessur desformalismesqui nousper-
mettent de raisonnerde facon qualitativ e sur I'espace voir par exempleceux
presemesdans|2, 14, 5]. Lestravaux de Clarke [8, 9] ont ete suivis par ceuxde
Randell, Cui et Cohn [17],qui ont deweloppe le formalismedesigre par RCC.
Ce formalisme etudie les relations qu'on peut de nir ertre desregionsd'un
espacetopologiqueau moyen de la relation primitiv e de la connexion.Dans
notre etude on s'interesseraa celui propose par Randell, Cui et Cohn [17].
Deux de sesfragmerts, RCC 5et RCC 8ont eteintroduits par Benett [6].
Dans ce genred'etude, on souhaitesouernt savoir sile reseaude cortraintes
constitue par un certain nombre d'objets est satis able ou non.
En utilisant destechniqguesbaseessur leslogiquesmodalesS4 et S5, Bennett
amorntr e quele problemede la satis abilit e pour un reseauwchemin-consistan
et ni decortraintesappartient ala classeNP! pour RCC 5, et qu'il estdans
PSPACE? pour RCC 8. En montrant quetout reseauchemin-consistan et
ni de cortraintes atomiquesde RCC 8 est consistan, Renz et Nebel [19]
ont ensuiteetabli que les deux problemesformulesci-dessussort dans NP.
Lestravaux de Nebel et Burckert [16]ont permisde determinerla classetrai-
table maximale de l'algebre desintervalles introduite par Allen, tandis que
Jonssonet Drakengren[12] puis Renz et Nebel [19, 18] ont respectivement
erumere toutes les classedraitables de RCC 5etdeRCC 8.
Pour determinerla complexite de la logiquetemporelle du mouvemert ST, ,
basesur RCC et introduite par Wolter et Zakharyasdev [22], nous avons
mortre [4] qu'il fallait etre capable de resoudredes cortraintes atomiques
ertre unein nit ede variables.RappelonsqueST, = P( ™i; "j)j: | *
j U ouP 2RCC 5;n;m2IN eti;j sort desregions.L'operateur\ "
s'appliqueaussibien aux formulesdu langagequ'aux regionsi; j gurant dans
lesformulesatomiquesP( ™Mi; "j). Celangagepermetdedecrireet derai-
sonnersur lespositionsrespectivesde deux regionsde I'espacea desinstants
di ererts. Par exemple,EQ( 2i;j) signi e quela regionj estidentique ala
regioni consiceree apresdeux unitesde temps; et GPP(i; i) signie que
desormais/a regioni crdtra ajamais. Wolter et Zakharyasdev avaiert x es
EXPSPACE commeborne superieurede la complexite d'une telle logique.De
notre cote, on pensait que la complexite de cette derniere est dansla classe

1La classeNP-complet designetous les problemesresolublesen un temps polynomial
au moyen d'un algorithme non deterministe.

2La classePSPACE-complet designetous les problemesresolublesen utilisant un espace
polynomial au moyen d'un algorithme deterministe.
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PSPACE-complet, ce qui housa motive pour etudier lesreseauxRCC 5de
cortraintes atomiques,chemin-consistats et in nis. Notre questionresolue,
on comptait ulterieurememn adapter au problemede la determination de la
complexite de la logique ST ; l'approche de Sistla et Clarke [20] qui consiste
a prouver que le probleme de la satis abilit e d'une formule de la logique
temporelle propositionnelle est PSPACE-complet. Une telle construction a
deja ete elaboreepar Balbiani et Condotta [3] a n de montrer que pour tous
types du raisonnemen spatial et temporel qualitatifs tels qu'un reseaude
cortraintes atomiquesconsistart est globalemen consistan, le problemede
la satis abilit e d'une formule qualitative est PSPACE-complet.

Un problemequi n'a jamais ete resoluest celui de la consistancedesreseaux
de cortraintes RCC 5 (et RCC 8) constituesd'une in nit e de variables.
On sait que, dans le cas des intervalles d'Allen [1], tout reseauchemin-
consistart de cortraintes atomique est consistart, méme dans le cas d'un
reseauconstitue d'une in nit e de variables. Ceci decoulede la propriete de
densite desnombres rationnels. Aussi, toujours dansle contexte d'Allen, on
sait que tout reseauconsistan est globalemen consistar, resultat qui ne
tient plus dansle casde RCC.

De notre cote, dansle presem papier on etablit que pour un reseauchemin-
consistart de cortraintes atomiquesde RCC 5, ni ouinni, il existeune
instanciation consistarte du reseauqui est construite de maniere it erative
par un algorithme que nous decrirons. Notre approche incremerale attri-
bue a chaqueelemer du reseauconsicere une partie de IN, et celade facon
de nitiv e. Pour la cause,on utilise destechniquesnouwellesbasessur cer-
taines proprietesdesnombres premiers.

Dansla section2 on rappelleraguelquesde nitions propresa RCC 5. Dans
la section 3 on de nira de deux manieresdi erertes la valuation propre-
mert dite. La section4 seraconsaceea |' etablissemen de resultats qui nous
permettront dansla section5 de veri er que la valuation ainsi de nie est
consistarte.

2 Reseaux de contrain tes spatiales qualita-
tiv es

Les relations de RCC 5 = fPO;DC;PPI;PP;EQg, permettert de
de nir la nature descortraintes ensenblistes existart entre desobjets del'es-
pace,maissanstenir comptedeleur aspecttopologique.Une desrepresemations
graphiguesde cesrelations estillustreea la gure 1.

Dans la suite, on designerapar R = (N; C) tout reseaude cortraintes spa-
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PO(X,Y) DC(X,Y) PPI(X,Y) PP(X.Y) EQ(X,Y)

Fig. 1{ Represemation bidimensionnelledesrelationsde RCC 5

tiales ou N estun ensenble denonbrable de variables, et C une application
deN N dansl'ensenble despartiesde RCC 5. On appelle modele spatial
toute structure dela forme M = (S;v), ou S estun ensenble non vide et la
valuation v qui estune application de N dansl'ensenble despartiesde S. On
dira quele modele M satisfait le reseauR si pour tout couple de variables
X;y 2 N, un elemen qui appartient a C(x;y) veri e la relation entre v(x) et
v(y), qu'on notera par R(v(x); v(y)).
Un reseaude cortraintes est consistarn s'il admetun modele qui le satisfait.
Dans ce cas,on dit aussique la valuation v est consistarte.
L'interpretation ensenbliste desrelationsde RCC 5 estla suivante :

- EQ(X;y) 1 v(x) = v(y).

- PO(X;y) :v(x)\ v(y) & ;, v(x) 6 v(y), v(y) 6 V(X).

- PP(x;y) : v(x) v(y), (inclusion stricte).

- PPI(Xy) i v(y) Vv(X).

- DC(xy) :v(x)\ v(y) = ;.
Les inversesdes relations consicerees sort les suivantes : EQ * = EQ,
PO !=PO,DC '= DC,PP != PPI,PPI = PP. On designera
par C (x;y) I'ensenble qui cortient l'inverse de toutes les relations qui
gurent dans C(x;y). Un reseauest chemin-consistah ssi8 x;y;z 2 N :
C(x;x) = fEQg, C(x;y) = C Yy;x) etC(x;z) C(x;y) C(y;z). Pourla
composition desrelations, on serefereraa la gure 2.
Un reseauest dit atomique si 8 x;y 2 N, C(x;y) cortient exactemeh un
elemer.
On dit qu'un reseauest globalemen consistan si, apres avoir instancie de
facon consistate k 1 variablesdu reseau(k 1 < Card(N)) , on peut
toujours instancier la k™ variable de sorte que le reseauR = (N%C), ou
Card(N9 = k, soit consistart.
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EQ PO PP PPI DC
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EQ EQ PO PP PPI DC
PO PO * PO, PP PO, PPI PO, PP
DC DC
PP PP PO, PP PP EQ.POJ PO, PP
PP, PPI DC
PPI PPI DC, PO * PPI DC
PPI
DC DC DC, PO DC DC, PO .
PPI PPI

Fig. 2 { Table de composition desrelationsde RCC 5 ou * estla relation
universelle

3 Instanciation dynamique

Soit R = (N;C) un reseaude cortraintes atomiques, chemin-consistan
ou N IN et8i;j 2 N; C; 2 RCC 5. Implicitement, on a asseie a
chaqueelemert du reseawn ertier naturel (i.e. sil'ensenble f Xq;:::; Xk;:::g
represemait les elemens du reseauinitial, on lui a fait corresppndre N =

corvient a l'instanciation qui seraexposee ci-dessouspour desraisonspra-
tiques on choisit de prendre N IN .

Denition 1 8i 2 IN , notonspar p; le i®™ nombre premier de IN.
8i2IN ,soitEi=fn2IN =0 n (mod p)g:

Denition 2 8i 2 N, de nissons la valuation v; de la facon suivante:
Vi, = E;.

8i>1si 91 i 1=Cy=EQonprendy, =y, sinon:

v;(0)= Ejetl =1,

Tant quel < i faire:



si Cy=PP alors vi(l)=v,(I 1)\ v;

si Cy=DC alors v,(Il)=v;(I 1)\ v;

si Cy=PPI alors vi(l)=v,(I 1)J[ v;

si Cj=PO alors vi(l)=v;(I 1)
=1+ 1;

Alasortie: v, =v (i 1)

Denition 3 8i 2 N, de nissons la valuation v; de la facon suivante:

vi=E;et8i>1si9) <i=Cj = EQalorsv; = v.
_ T T S

Sinon, v; = E; \ cjj =PP Vj \ cj=pc Vj [ cj =PP1 Vj Ou Vv

j<i j<i j<i

designele complementaire dev; dansIN .

Introduisonsquelguenotations qui nous seronsutiles pour la suite de notre

expose.
81 2 N notonspar :
T T S
ViDC: cj=pocV ,ViPP= cj=pPpP V] ,ViPPI = cij =PP1 V]

j<i j<i j<i

vi= Vv [ v'avecv, = E;\ vPP\ vPC etv'= vPP!

T 0 0 T o)
Cjj=PP Vj ,ViDC = Cj=DC Vj

j<i j<i

0
ViPP —

Il setrouve que les deux valuations qu'on vient de de nir sort equivalertes
(cf. la proposition 1). Dans la de nition 2, v; estintroduite de facon algo-
rithmique, et nousserautile pour desraisonstechniques,notammert lors de
la demonstrationde la proposition 6. Par cortre, v; estdonneeexplicitemert
dans la de nition 3 et constitue notre idee de depart. L'intuition de faire
correspndre a chaque elemernt du reseauR desmultiples de nombres pre-
miers estquelesensenblesE;, qui sort desensenblesin nis et co-in nis, se
trouvent naturellemen dansla relation PO enre eux. De maniere gererale,
on peut serepreseter les ensenbles v; (resp.v,) commeetart l'union de
multiples de nombres premiers (cependart, un v; peut ne pas cortenir tous
les multiples d'un p; donre). L'un de nos objectifs majeurs serade valider
notre intuition dans le cas desensemnbles v; cette fois-ci, en utilisant I'hy-
pothesede chemin-consistancadu reseauconsicere.

Lesdeux exemplessuivants illustrent le procede a suivre pour construire une
valuation consistarte.

Exemplel :

On avp = El; Vo = Ez\ El, V3 = E3\ El\ (Ez\ E1)= E3\ El\ Ez.
Et Vy = E,, V, = Ez\ Eq, V3 = E3\ El\ E,.
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v, n'est autre que l'ensenble desertiers pairs. v, estl'ensenble desnombres
impairs qui sort desmultiples de 3. v represeite celui desmultiples de 5 qui
ne sort pasdivisibles par 2, par 3 non plus.

Exemple2 :

Onavy=Eq{, v, = Ez\ Eqi, v3= E3\ Vo = E3\ (Ez\ El) = (E3\ Ez)[
(Ez\ E1), Va=vi, V5= (Es\ vi\ wa\ v3)[ Vo= (Es\ E1\ E3)[ (E1\ Ey).
8i 4 v =vietvg= (Es\ E;\ E3)[ (Es\ E1\ Ey).

Enn, v; = E;, v, = Ex\ Eg, v3 = E3\ Vo= v3, v, = vy,
Vs = ((Es\ vi) [ v2)\ v3\ vq= vs.

Remarque 1 Durant la suite de notre expse, 81 2 N; ip denoter le plus
petit entier veriant C;, = EQ.
Lemme 1 8i2N; 8j;1<i=Cj=DC, onavjo\ Vi, = 5

Demonstration Soiti 2 N et soient j; | < i=C;; = DC.
Supposonsquejo < lo.(Le raisonnemen estle m&émepour jo > |g).
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: S : _ S
On avlo Vlo(] 0) [ legir:zzl VI’ (Vlo(J 0 1)\ Vjo) [ legir:zzl VI’ ’

_ S . .
donc v, Vi, [ cige=pPpi V. . Le reseauN etant chemin-consistat
jo<r <l o

puisqueC,,, = PPI on(gleduit queCj,, = DCi.

. S
Finalemert, v, \ v, @ C1g1q=0C (v, \ v, )A.
0<'o
ro<l o

En iterart le raisonnemen on conclut que l'intersection est vide.
Prop osition 1 Lesvaluationsde nies precedemmentsont equivalentes.

Demonstration Montrons par recurrencesur i la propriete P,(i) suivante :
Vi = V.
Par de nition onav, = E; et le resultat estvrai au rang un.
SupposonsP;(i 1) vraie et montrons P4(i).
Si9] <i=C; = EQ alorspar hypothesede recurrenceona v, = Vv;.
. : . T — T
Sinon,pourl < i, designongpar vP<(l) = 65 =0c V, VPP = ci=pp Vi

i ij j
j I

S . .
vPPL(I) = cj=ppi V; , €t mortrons la propriete Py(l) suivante :
il

J
8l<i;v ()= E\ VPPN vPC(l) [ vPPI(D).
Pour | = 0, v; (0) = E;.
SupposonsP,(I 1) vraie et montrons P,(1).
Sathant que8j < i; v, = v, ala|®* iteration on distingue 4 cas:

1. SiCy = PPIl,alorsv () = vi(I  1)[ v,. Or Po(I 1) estveri ee,
doncv,(I) = E\ vPP(I )\ vPe(l 1) [ vPPI( 1)[ v,.
PuisqueCy = PPIl,onavPP(l  1)= vPP(l), vPC(l 1)= vPE(l),
viPi(l 1)[ v, = vPP'(1), et on a bien Py(l).

2. SiCy = DC,alorsv; (I) = v (I 1)\ v,. PuisqueP,(I 1) estveri ee,
onav,(I)= (Ei\ vPP(I )\ vPe( 1) [ vPP'( 1) \ .
CommeC; = DC,alorsvPP (I 1) = vPP(l), vPC(I 1)\ v, = vPC(I),
VPRI 1) = VPP
Douv, (1) = Ei\ vPP()\ vPo(l) [ (vPP'()\ V).

Montrons que VPP (1)\ v, = vP!(1). Pour cela,il sut demontrer que

ViPPI(l)\ V| = Cjj =PPI VJo
i

Soit | (i 1)=C; = PPI. PuisqueCy = DC alorsCj; = DC.

D'apresle lemme1, on deduit quev; \ v = ;.

3. SiCy = PP,alorsv, (I) = v; (I 1)\ v,.Or Py(I 1)estveri ee,donc
vi()= (EN VP D\ v\ WPe D) (PP D)\ ).

\ v, =5,
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PuisqueC; = PP, alorsvPP(l 1)\ v, = vPP(I), vPC(l 1)= vPC(l),
VFPIU): VFPIU 1)

Doncv, (I) = E;\ VPP(I)\ vPC() [ (VPPT()\ v)).

Montrons que v P! (1) v,.

Il sut demontrer que8j (I 1)=Cj = PPl onav, V.
Soitj (I 1)=C; = PPI. PuisqueC; = PP alorsCj, = PP.
Sijo < lo, onobtient vi,\ vi, = vig\ (v, [ Vi) = (Vig\ Vi) [ Vig = Vi

Sijo>lp,onav, (v,(lo D\ v)[ c

j0m=pp|vm
lo<r <j o

Sirg < lp, la chemin-consistancedu reseaunous donne C,,, = PPI,

.. 00
et on a par de nition devi, v,, Vv, V-

S .
Doncv;, v, [ Crolo= PP Vi Vigs 1. Vi, Vi,
0<r o<l o
4. SiCy = PO, alorsv,(I) = v, (I 1). Or Py(I 1) estveri ee,donc
vi() = (Ei\ vVPP( )\ vPE(U 1)) vPP'(I  1). PuisqueCy = PO,
alorsvPP (I 1) = vPP(I), vPC(I 1) = vPC(l), vPPI(I 1) = vPPI(D).

Danstous lescas, il s'ensuitquev; (I) = (E;\ vPP(I)\ vPE() [ vPPI(D).

4 Resultats preliminaires

A presen, on se proposede montrer que la valuation v; (resp.v;) est
consistane. Faute de methode conrue pour demortrer ce genrede resultat,
on a d0 elaborer un systemede preuvesen plusieursetapes. Tout d'abord il
nousa paru necessairele trouver unerepresemation compactedesv; (i 2 N),
ce qui nouspermettra d'etablir que cesensenblessort a la fois in nis et co-
in nis. Ensuite, on veri era que par defautils sort dansla relation PO enre
eux (cf. la proposition 5). Ensuite, il ne nousresteraplus qu'a conclure.
Etablissonsquelquesresultats generaux qui, par la suite, nous serort utiles
pour deduire certainesproprietesinherertes aux ensenblesv; qu'on a de nis.
L'objet dela proposition qui suit estdedonnerla formegenrerald'un ensenble
v; donre.

Prop osition 2 8i 2 N; v; s'ecrit sougla foaime d'une expressiondu type
Bool(Ey;:::;Ei) ouBool(Eq;:::;Ei) = ,,( ,,0F )avel;l°dessous-
ensemblesnis, nonvidesdeIN etF 2 fE;;E;1 | ig.

Demonstration Montrons enraisonnart par recurrencesur i quev; s'ecrit

sousla forme d'une expressiondu type Bool(E4;:::; E)).
Onav, = E;.
Supposonsque 8j i 1 la propriete estvraie pour v;.
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S'il existe] < i=C; = EQ alorsv; = v; et la proposition est vraie d'apres
I'hypothesedle recurrence.SijPon, par de nitionSon a:

vi = E;\ Cij:PPVj \ Cij:DCVj [ Cij:PPIVj avecj <.
En appliquart I'hypothesede recurrence,tous lesv; apparaissah ci-dessus
s'ecrivert sousla forme Bool(E4;:::; E;). D'apresleslois de De Morgan, on
& s T T S _._ s T
V] = ( F )= ( F )= ( G )ou ; dependert de et
L% dISiIrIbutIVIt e d%l in t?rsectlon par ré'nlpp_?rt a l'union nousdonne:

F )\ of oFoo) = o ,Goo).

D' apresles remarquesci-dessuspn deduit le resultat.

Desormais,pour desraisonspratiques, il s'avere plus naturel de caracteriser
les ensenbles qu'on de nira entermesde "conditions'. Par la suite, 8j; n 2
IN , ‘pjn' (resp. p, Gn’) selira : le j*™ nombre premier divise (resp. ne
divise pas) I'entier n.

Corollaire 1 Notonspar COND = fconditions p;jn'," p; §n', j 2 IN g.
Soient |, et |, deuxsous-ensemblesis, non videsdeIN .
8i 2 N; viv\?'ecrit\?omme un ensembled'entiers veri ant des conditions de

la forme: 5, 2,€ ouc 2COND.

S T
Demonstration 8i 2 N; vi= ,1oF  d'apresla proposition 2.

Aux relations\ ; [ ass@ionsrespectivemert lesconnecteurs®; ;etaF =
E, ouF = E, faisonscorresmpndre respectivemen les conditions ‘pjjn' et
P Gn'.

Il estclair que l'ensenble obteru estidentique a v;.

Propri ete 1 Toute union nie desE; estin nie et co-in nie.

Demonstration SoitE = E;[ :::[ Ex; K2 IN .

E etafrt l'union nie d'ensenblesin nis estlui-me&mein ni. D'autre part,

E = |.; E cortient tous les nombres premiersstrictemert superieursa py
et doncE est co-in ni.

Propri ete 2 Toute intersection nie desE; estin nie et co-in nie.

D emonstration (cf. chineseremaindertheorem). Q
Montrons queE = E;\ :::\ Ex=fn2IN =0 n (mod |k:1 p)g.
Soitn 2 E. 9I1;::"Ik2IN—n—I1p1— = | px.

81 i;j k(i6j)lip=Ip etl= pi',doncpijlj.
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n en deduit que chaquel; estdivisible par le produit

'||‘=1 P = pu P11 P+ P« et quen estdivisible par Q|k:1 P
6]

Reciproguemen, 81 2 INg; n = Il p: pc 2 E.

Il s'ensuitqueE et E = ~ <, E, sort in nis.

Lemme 2 Soit COND® COND unepartie non vide contenantun nombre
ni de conditions prisesdansCOND et 2 a 2 non contradictoires.
AlorsE =fn2IN =nverie COND% estinni et co-in ni.

D emonstration Demortrons ceresultat enraisonnar par recurrencesur le
nombre X de conditions imposeesa n.

Pour X =1;, E=fn2IN =pjngouE =fn2IN =p gng.
Supposonsque E estinni et co-inni pour Card(CONDY = X 1, et
montrons le resultat au rang suivant.

Soiert J = fl 2 IN =pjn estune condition caracterisart Eg et

K =fk2 IN =pg §n estune condition caracterisart Eg

avecCard(J) + Card(K) = X.

SiK = ;, E s'ecrit commeuneintersection nie deE;; (I 2 J), et d'apresla
propriete 2 il estin ni et co-in ni. De méme,siJ = ;, E s'ecrit commeune
union nie de Ey; (k %?K ), et d'apr%fla propriete 1 il estin ni et co-in ni.
Sinon,soit E*=f (I,  p)+1 ~,5m; 1°2 INg.

Par constructionona E° E puisque8n 2 E% n verie les conditions de
COND? E estdoncinni. De plus, il estco-inni puisqueE cortient tous
les nombres premiersdi ererts desp; ouj 2 J.

Denition 4 SoitE = S 2,(T ,ioF ) oul;l%sontdesparties nies, non
videsdeIN etF 2 fE|;E;;| 2 1IN g.

OndiraqueE estbiendeni siE 6 IN et9 2=, ,F estcaracterisee
par un nombre ni deconditions de COND qui sont2 a 2 non contradictoires.

S
Prop osition 3 Soit| une partie nie nonvidedeIN etH = ,, H;=
8i 2 I; H; verie un nombre ni de conditions prisesdans COND. Si H
est bien de ni, alorsil estinni et co-in ni.

Demonstration CommeH estbiendeni, 9i 2 | =H; est caracterise par
un nombre ni de conditions 2 a 2 non cortradictoires. D'apresle lemme 2
H; estin ni, et doncH l'est aussi.

8121 notonsparL; =fl2IN =‘p|§1' est une condition caracterisart H;g.
Par hypothese,9no 2 IN nH et, ;, L; etant unegpartie stricte de IN
il existe une in nit e de nombres premiers po =1° 62 ", L;. Montrons en
raisonnart par I'absurdequeng po2 H.
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Suppos.ons9|°628i2| Li=ng po2H.Donc9i21=ng ppo2H;.

812 L, (pjno poet PGCD(p;;po) = 1)) pjno.

SoitK; = fk 2 IN ='p¢ §n’' estune condition caracterisart H;g.

Si9k 2 Ki=pxjno, alorspxjpo nNg etng po 62H;, cortrairement al'hypothese
qu'on a faite. On adonc8k 2 Kj; px §no. Ce resultat, combine avec le fait
que8l 2 Li; pjno nousgermetdeconclurequeno 2 Hj, cequi estimpossible.
Puisquefng ppo; 1°62° ,, Lig H estinni, H estco-in ni.

le casou il estbiende ni, soitil appartient af; ;IN g.

: . L W \%
En e et, d'apresle corollaire 1, E verie lesconditions 21, C

ouc 2 COND.Si8 2Iy;( ,,c ) cortient au moins deux condi-
tions cortradictoires, alors E = ;. Sinon, si E est bien de ni, d'apresla
proposition 3 il estin ni et co-in ni.

5 Correction de l'algorithme

Montrons que la valuation introduite dans la section 3 caracterise par
defaut la cortrainte PO (i.e. si9i;j 2 N =C; = PO, alorsona R(v;;V;) =
PO), et qu'elle fournit bien une solution a notre probleme, a savoir qu'elle
est consistarte. Du fait, il nous est necessaired'etablir au prealablela pro-
position 4. La formulation du lemme 3 nous est capitale, dansla mesureou
ce dernier nous permettra d'assurerque 8i 2 N; v; cortient une in nit e
d'entiers qui sort tous desmultiples de nombres premiers.

Lemme 3 (fondamen tal) R = (N;C) etant un resau de contraintes ato-
miquesde RCC 5, chemin-mnsistant, a tout i 2 N assions v, comme
valuation, ou v; a ete intr oduit dansla section 3.

Soientl, etl, deuxsous-ensemblesis nonvidesdeIN etJ;J° f1;:::;ig=
8r;r°2J; C,,06 DCet8s2J% C, 2 fPP;PO;DCy.
Alors toute intersection nie non vide de la forme ~ ,; v, \

, , W \
qui est caracterisee par les conditions | ,,C ouc 2 COND,

verie la p@priete suivante:
9 21,= ,,c estuneconjonction de conditions 2 a 2 non contradic-
toires.

T

0
52J0Vs '

Demonstration Raisonnonspar recurrencesuri 2 N.
Pouri = 1; C;; = EQ et le resultat est vrai.
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SuprFonsque le r_?sultaiest vrai aurangi 1 et montrons-le aurangi.
Soit  ,, v \ «j0Vs Unetelle intersection. Ecartons les castriviaux
pour lesquelssoit 9j < i =Cj = EQ, soit8t2 J[ J% t 6 i. On distingue
2 cas: . S
-i2J%lorsv; = E; [ vPP°[ vPC’
Otons v_,0 de Vcilette in\t/ersection qui seracaracterisee par desconditions
delaforme 21, C

D'apresl’hypothesede recurrence9 2 I1=V ,1,C sort descondi-
tions 2 a 2 non cortradictoires. Rajoutons a cette conjonctionde condi-
tions la suivante : p; §n' qui, par de nition mémedesvﬁ est distincte
desc

-2 3;v' = E;j\ vPP°\ WPC,
Explicitons viPPO\ VPCO en fonction desvﬁ =Ci %Nf PP; \D/Cg et 6btons
Ei de cette intersectionqui seracaracterissepar  ,,, 21, C

8r;:k2J (Ci6DCetCy=PP)) 1C6DC.
8r2J;8k2J° (Ci=DCetC,;6 DC)=)° C, 2 fPO;PP;DCg.
L'intersection obterue veri e bien les conditions du lemmeet on peut
lui appliquer I'hypothesede recurrence.

On demortre le resultat par un raisonnemeh analoguea celuiou i 2 J°
en rajoutant la condition ‘pijn'.

Prop osition 4 8i 2 N; v; estinni et co-in ni.

D emonstration Pour celaon mortre quev; = v;, = Bool(Ey;:::;E;,) (cf.
proposition 2) est bien de ni, ce qui nous permettra de conclured'apresle
corollaire 2 qu'il estin ni et co-in ni.

Rappelonsque 8i 2 N; ip denotele plus petit ertier veriant C;, = EQ.
Remarquonstout d'abcgd que8i 2 N; v; 6 IN .

Eneet, 8i 2 N; v j io Ej et 8k > ig; pk 62,.

D'autre part, vi, = Vi, [ V;,. Notons par wPla partie dev;, qui, 8] io; v,
exclut vi'P'. On sait d'apresle I(i/mme3 que wP est bien de ni.

\Y

. . 0

Sivi, estcaracterise par ~ ,,, 21, C etw par ,j, ,;,d ona
J; |1 et toute sequenced'intersectionde w® gure exactemen dansvi,.

T T S
En e et, Vi, = Eio\ Cigj=PP \Y \ Cigj=DC Vi [ Cigj=PP! \Y
J<|0 J<IO J<IO
. . . . . . . 0
8j <o, siCi,; = PP il sut qu'on consicerela partie v, devj,.
1 C . = i . = ) PP DC PPI
SiCi,; = DC,onsaitquev; = Ej,[ vi," [ v~ \ v,

c.c estun abrege de chemin-consistance.
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8k < jo=Cjx = PPI; (Cj = PPl et Cy,;, = DC) =)° Ci,x = DC,
d'ou v gure dansvP® et on retient vjo0 et VEO dansw’. Ainsi, on deduit que
Vi, = V; estbien de ni.

W Vv
Denition 5 8i 2 N, on sait que les conditions 2,C  Ca-

racterisentv;. 8 2 1y notonsparL =fl ;=9 21l ¢c = 'pjn'g.

1 W V - .
Lemme 4 Soit 21,C  la caracterisation de v;.
Alors9 2 1;=L =fipgg[ fk=k<ipetCjk=PPg.

D emonstration Soiti 2 N.

8] o consiceronsla valuation v; = Ej \ vPC°\ vPP”,

igk=PP VEO \ T Cigk=DC (E—ko[ VEOPO[ VkDOCO)

k<i o k<i g

Donc vio0 est equivalert a une union d'intersection d'elemens de la forme
Ei;E|, oul < ip. Remarquonsquesik < iy et Cj,x = PP, alorsk 2 S. Donc
S correspnd a I'ensenble des indices k ip tels que la condition “pgjn’
apparaissedansune desintersectionsde I'union de nissant vioo. (Pourk < ig
et C,x = DC, il sut qu'on consicere l'intersectionavec Ey,).

Or, on sait que la sequenceainsi choisie dans vio0 gure exactemenh dans
Vi, = V; (cf. la demonstration de la proposition 4), d'ou le resultat.

0 T
Onavy, = Ej,\ c

Prop osition 5 La valuation ainsi de nie caracterisela relation PO au sens
ousiCj = POalorsv; 6 vj,v; 6 v; etv;\ v; estinni et co-in ni.

D emonstration La chemin-consistancedu reseaunousdonneC;,;, = PO.
Supposonsqueip > jo. (Le casou ig < jo sedemortre de la mémefacon).
Notons par w° la partie de vi, \ vj, qui, 8k io; vk exclut viP'. D'apres
le lemme 3, wP est bien de ni et vi, \ v, I'est aussi(par un raisonnemen
analoguea celui e ectue dansla proposition 4, et en remarquart que v;, \
Vi, 6 IN puisquevi,\ vj, Vi, etv;, 6 IN ). Le corollaire 2 nous permet
de conclureque cette intersectionestin nie et co-in nie.

Montrons que Vi, 6 Vj,. W Vv

. 0 .
Si v, est caracterise par 21, 21,C , pour 2 11 notons par L
I'ensenble de ni d@presle lemme4.
Consiceronsng = 5, P

Raisonnonspar l'absurde: ng 2 vj; ) (no 2 \/j"o ou Ng 2 VJF’S)_
No2v,,) 9t2L =t=jo, etondeduit queCj, = Cj = PP.

No 2 v, = cio=PPt Vk ) 9K < jo=ng2 v, donc9t2 L =t= kg et

k<j o

14



Cik, = Ck = PP, cequi estimp.ossiblepuisqu'on a
(Ci, = PPl et Cj,x = PP1) 5" Ci = PPI, d'ou no 62,
De m&émeon montre que Vv, 6 Vv;,.

Prop osition 6 Tout reseau R = (N;C) chemin-onsistant de contraintes
atomiquesde RCC 5 est consistant.

Demonstration Notre preuve se basesur la valuation v deja de nie. Pour
etablir que v estconsistarte il sut de montrer que8i;j 2 N sii 6 j alors
R(Vi;Vj) = Cij .
Cecireviert a prouver que8i;j 2 N sii 6 j alorsR(Viy;Vj,) = Cijo-
1. SiC; = PPI.
Pour prouver quevj, Vi,, on raisonnede maniere iderntique a la n
de la partie 3 de la proposition 1 (il sut de permuter lesindicesi; |
respectivemert avecl;i).
Il restea montrer quevj, Vj,. W v
On sait quev;, estcaracterise par desconditionsdela forme ) 21, C
SoitL I'ensenblede ni d'apreslelemme4.Consiceronsng = =, .
Raisonnonspar I'absurde: ng 2 vj, ) (N2 v, oung 2 V).
No2v,,) 9t2L =t=jo, etondeduit queCj, = Cj = PP.
Ng 2 Vjoz = Cjok=PP1 Vk ) 9k < jo:no 2 V,donc9t2 L =t= ko
k<j
et Ci, = Cik = PPO, cequi est.impossiblepuisqu'on a
(Ci, = PPl et Cj,x = PP1) =" Cy = PPI, d'ou no 62,
2. Si Cij = PP.
CommeC;; = PPI, on procedede la mémemaniere que ci-dessus.
3. Si Cij = DC.
Supposonsqueio > jo, €t montrons qu'on a v, \ v;, = ;.

: S , . S
Onavi, Vv, (jo)l Cigr=PPI Vi (Vi,(Go I\ Vjo)[ Cigr=PPI V;

jo<r <i g jo<r <i g
S
Vio \ Vv, cigr=Pp1 (V, \ vy ) . CommeCi,, = PPI, alors Cj,; =
jo<r <i g
DC. D'apresle lemme 1 on deduit que 8r < ip =Cj,, = DC; on a
v, \ v, = ;, dou le resultat.
4., Si Cij = PO.

D'apresla proposition 5,onav; 6 vj, Vv; 6 v, etvi\ v; 6 ;.
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6 Conclusion

Pour tout reseauchemin-consistah de cortraintes atomiquesde RCC 5,
on est parveru a de nir de facon iterative une valuation consistarte. Pour
tout classemenarbitraire deselemerns du reseaunotre approche dynamique
fut d'attribuer a chacunede sesvariablesun sous-ensefsle in ni et co-in ni
deIN, speci e par une union nie d'ensenblesde multiples de nombrespre-
miers. On construit ainsi un modele concret du resultat deja etabli par Ne-
bel [15], concernam la consistancedes reseaux nis, chemin-consistah et
atomiguesde RCC 5. L'apport de cette methode resideaussidans le fait
gu'elle s'appligue a un reseauconstitue d'un nombre everntuellemert in ni
de variables. Rappelons que pour determiner la complexite d'une logique
temporelle du mouvemern basesur RCC, introduite par Wolter et Zakha-
ryasdiev [22], nous avons mortre [4] qu'il fallait etre capable de resoudre
descortraintes atomiquesertre une in nit e de variables. Wolter et Zakha-
ryastev avaiert x e EXPSPACE commeborne superieure du problemede
la satis abilit e d'une formule de la logique ST , . La complexite d'une telle
logiquefut ramereea PSPACE, graceaux travaux de Gabelaiaet al. [11]qui
utiliserert une approche di ererte de celledeweloppee dans|3].

D'un autre cote, on sait d'avanceque l'approche statique propossedans[4],
susceptiblede resoudrele problemede l'instanciation consistane dansle cas
ou lescortraintes seror prisesdansRCC 8risqued'etre insu san te a elle
seule,enraisondela nature topologiquedesensenblesqu'on aura a speci er.

Bien que I'ensenble qu'on utilisera a n de construire notre valuation aura
desproprietesdi erertes de cellesde IN (on consicereraprobablemen I'en-
senble desnombresreels),l'interét de l'instanciation dynamiquequ'on vient

de decrire est de nous eclairer sur la nature de la demarde a suivrean de
repondre a la mémequestion,dansle casde RCC 8 cette fois-ci.
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