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R�esum�e

L'ob jet de cet article est de proposer une instanciation consis-
tante de tout r�eseauchemin-consistant de contrain tes atomiques de
RCC� 5. L'id �eede baseserad'associer �a chaque�el�ement d'un r�eseau
donn�e de RCC � 5 un sous-ensemble de IN , qui ne contient que des
multiples de nombres premiers sp�eci�ques, dont on �xera la nature
au cours de notre construction. Pour cela on e�ectuera une instan-
ciation convenable des variables en consid�erant des parties �a la fois
in�nies et co-in�nies de IN . Elle serae�ectu �eede fa�con dynamique et
incr�ementale, c'est-�a-dire que lors du parcours du r�eseau(tout clas-
sement arbitraire de sesvariables nous convient), �a chaque variable
correspondra d�e�nitiv ement une partie de IN , et ce quel que soit la
nature des contrain tes qui la lient au reste des �el�ements du r�eseau
consid�er�e. Notons que l'une descaract�eristiques de cette approche est
son applicabilit �e au casd'un r�eseauatomique in�ni.

Mots-cl �es: Raisonnement spatial qualitatif { Probl�emesde satisfac-
tion de contrain tes { Calcul desr�egions.

1 In tro duction

Confront�esau probl�emede l' �etude d'un ensemble d'objets dans l'espace,
il s'av�ereparfois possiblequ'on sed�esint�eressedesdonn�eesquantitativ esca-
ract�erisant le syst�eme�etudi�e, et qu'une description qualitativ e de cedernier

� Ce papier est une version plus compl�ete de l'article Instanciation dynamique des
r�eseaux de contraintes spatiales qualitatives pr�esent�e �a RJCIA, Laval, 2003.
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su�se pour r�epondre aux questionssoulev�ees.De mêmeque l'in troduction
par Allen [1] d'un formalismepermettant de raisonnerqualitativ ement sur le
temps a incit �e d'autres chercheurs travaillant sur dessujets en rapport avec
l'in telligencearti�cielle �a proposerdesmod�elesqualitatifs du raisonnement
temporel [21, 13], d'autres sesont pench�essur desformalismesqui nousper-
mettent de raisonnerde fa�con qualitativ e sur l'espace,voir par exempleceux
pr�esent�esdans[2, 14, 5]. Lestravaux deClarke [8, 9] ont �et�esuivispar ceuxde
Randell, Cui et Cohn [17],qui ont d�evelopp�e le formalismed�esign�e par RCC.
Ce formalisme�etudie les relations qu'on peut d�e�nir entre desr�egionsd'un
espacetopologiqueau moyen de la relation primitiv e de la connexion.Dans
notre �etude on s'int�eressera�a celui propos�e par Randell, Cui et Cohn [17].
Deux de sesfragments, RCC� 5 et RCC� 8 ont �et�e introduits par Benett [6].
Dans cegenred'�etude, on souhaitesouvent savoir si le r�eseaude contraintes
constitu�e par un certain nombre d'objets est satis�able ou non.
En utilisant destechniquesbas�eessur leslogiquesmodalesS4 et S5, Bennett
a montr �equele probl�emedela satis�abilit �epour un r�eseauchemin-consistant
et �ni decontraintesappartient �a la classeNP1 pour RCC� 5, et qu'il estdans
PSPACE2 pour RCC� 8. En montrant que tout r�eseauchemin-consistant et
�ni de contraintes atomiquesde RCC� 8 est consistant, Renz et Nebel [19]
ont ensuite�etabli que lesdeux probl�emesformul�esci-dessussont dansNP.
Lestravaux deNebel et B•urckert [16]ont permisded�eterminer la classetrai-
table maximale de l'alg�ebre des intervalles introduite par Allen, tandis que
Jonssonet Drakengren[12] puis Renz et Nebel [19, 18] ont respectivement
�enum�er�e toutes lesclassestraitables de RCC� 5 et de RCC� 8.
Pour d�eterminer la complexit�e de la logiquetemporelledu mouvement ST �

1 ,
bas�eesur RCC et introduite par Wolter et Zakharyaschev [22], nous avons
montr �e [4] qu'il fallait être capablede r�esoudredes contraintes atomiques
entre une in�nit �e de variables.RappelonsqueST �

1 = P(
 m i; 
 n j ) j : � j � ^
 j � U o�u P 2 RCC� 5; n; m 2 IN et i; j sont desr�egions.L'op�erateur \ 
 "
s'appliqueaussibienaux formulesdu langagequ'aux r�egionsi; j �guran t dans
lesformulesatomiquesP(
 m i; 
 n j ). Ce langagepermet ded�ecrireet derai-
sonnersur lespositionsrespectivesde deux r�egionsde l'espace�a desinstants
di� �erents. Par exemple,EQ(
 2i; j ) signi�e quela r�egionj est identique �a la
r�egion i consid�er�eeapr�esdeux unit �esde temps; et G PP(i; 
 i ) signi�e que
d�esormais,la r�egioni crô�tra �a jamais.Wolter et Zakharyaschev avaient �x �es
EXPSPACE commebornesup�erieurede la complexit�e d'une telle logique.De
notre côt�e, on pensait que la complexit�e de cette derni�ere est dans la classe

1La classeNP-complet d�esignetous les probl�emesr�esolublesen un temps polynomial
au moyen d'un algorithme non d�eterministe.

2La classePSPACE-complet d�esignetous lesprobl�emesr�esolublesenutilisant un espace
polynomial au moyen d'un algorithme d�eterministe.
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PSPACE-complet, cequi nousa motiv�e pour �etudier lesr�eseauxRCC� 5 de
contraintes atomiques,chemin-consistants et in�nis. Notre questionr�esolue,
on comptait ult �erieurement adapter au probl�emede la d�etermination de la
complexit�e de la logiqueST �

1 l'approche de Sistla et Clarke [20] qui consiste
�a prouver que le probl�eme de la satis�abilit �e d'une formule de la logique
temporelle propositionnelle est PSPACE-complet. Une telle construction a
d�ej�a �et�e �elabor�eepar Balbiani et Condotta [3] a�n de montrer quepour tous
types du raisonnement spatial et temporel qualitatifs tels qu'un r�eseaude
contraintes atomiquesconsistant est globalement consistant, le probl�emede
la satis�abilit �e d'une formule qualitativ e est PSPACE-complet.
Un probl�emequi n'a jamais �et�e r�esoluest celui de la consistancedesr�eseaux
de contraintes RCC� 5 (et RCC� 8) constitu�esd'une in�nit �e de variables.
On sait que, dans le cas des intervalles d'Allen [1], tout r�eseauchemin-
consistant de contraintes atomique est consistant, même dans le cas d'un
r�eseauconstitu�e d'une in�nit �e de variables.Ceci d�ecoulede la propri�et�e de
densit�e desnombres rationnels. Aussi, toujours dans le contexte d'Allen, on
sait que tout r�eseauconsistant est globalement consistant, r�esultat qui ne
tient plus dans le casde RCC.
De notre côt�e, dans le pr�esent papier on �etablit que pour un r�eseauchemin-
consistant de contraintes atomiquesde RCC� 5, �ni ou in�ni, il existe une
instanciation consistante du r�eseauqui est construite de mani�ere it �erative
par un algorithme que nous d�ecrirons. Notre approche incr�ementale attri-
bue �a chaque�el�ement du r�eseauconsid�er�e une partie de IN , et celade fa�con
d�e�nitiv e. Pour la cause,on utilise des techniquesnouvellesbas�eessur cer-
taines propri�et�esdesnombrespremiers.
Dans la section2 on rappelleraquelquesd�e�nitions propres�a RCC� 5. Dans
la section 3 on d�e�nira de deux mani�eres di� �erentes la valuation propre-
ment dite. La section4 seraconsacr�ee�a l' �etablissement de r�esultatsqui nous
permettront dans la section 5 de v�eri�er que la valuation ainsi d�e�nie est
consistante.

2 R�eseaux de contrain tes spatiales qualita-
tiv es

Les relations de RCC � 5 = f PO; DC; PPI ; PP; EQg, permettent de
d�e�nir la nature descontraintesensemblistesexistant entre desobjets de l'es-
pace,maissanstenir comptedeleur aspect topologique.Unedesrepr�esentations
graphiquesde cesrelations est illustr �ee�a la �gure 1.
Dans la suite, on d�esignerapar R = (N; C) tout r�eseaude contraintes spa-
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Fig. 1 { Repr�esentation bidimensionnelledesrelations de RCC� 5

tiales o�u N est un ensemble d�enombrable de variables,et C une application
de N � N dansl'ensemble desparties de RCC� 5. On appelle mod�elespatial
toute structure de la forme M = (S;v), o�u S est un ensemble non vide et la
valuation v qui estuneapplication deN dansl'ensemble despartiesdeS. On
dira que le mod�ele M satisfait le r�eseauR si pour tout couplede variables
x; y 2 N , un �el�ement qui appartient �a C(x; y) v�eri�e la relation entre v(x) et
v(y), qu'on notera par R(v(x); v(y)).
Un r�eseaude contraintes est consistant s'il admet un mod�elequi le satisfait.
Dans cecas,on dit aussique la valuation v est consistante.
L'in terpr�etation ensembliste desrelations de RCC� 5 est la suivante :

- EQ(x; y) : v(x) = v(y).
- PO(x; y) : v(x) \ v(y) 6= ; , v(x) 6� v(y), v(y) 6� v(x).
- PP(x; y) : v(x) � v(y), (inclusion stricte).
- PPI (x; y) : v(y) � v(x).
- DC(x; y) : v(x) \ v(y) = ; .

Les inversesdes relations consid�er�ees sont les suivantes : EQ� 1 = EQ,
PO� 1 = PO, DC � 1 = DC, PP � 1 = PPI , PPI � 1 = PP. On d�esignera
par C � 1(x; y) l'ensemble qui contient l'inverse de toutes les relations qui
�gurent dans C(x; y). Un r�eseauest chemin-consistant ssi 8 x; y; z 2 N :
C(x; x) = f EQg, C(x; y) = C � 1(y; x) et C(x; z) � C(x; y) � C(y; z). Pour la
composition desrelations, on ser�ef�erera �a la �gure 2.
Un r�eseauest dit atomique si 8 x; y 2 N , C(x; y) contient exactement un
�el�ement.
On dit qu'un r�eseauest globalement consistant si, apr�es avoir instanci�e de
fa�con consistante k � 1 variables du r�eseau(k � 1 < Card(N )) , on peut
toujours instancier la k �eme variable de sorte que le r�eseauR = (N 0; C), o�u
Card(N 0) = k, soit consistant.
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Fig. 2 { Table de composition desrelations de RCC� 5 o�u * est la relation
universelle

3 Instanciation dynamique

Soit R = (N; C) un r�eseaude contraintes atomiques,chemin-consistant
o�u N � IN � et 8 i; j 2 N; Cij 2 RCC � 5. Implicitement, on a associ�e �a
chaque�el�ement du r�eseauun entier naturel (i.e. si l'ensemble f x1; : : : ; xk ; : : :g
repr�esentait les �el�ements du r�eseauinitial, on lui a fait correspondre N =
f 1; : : : ; k; : : :g). Commetoute renum�erotation al�eatoiredesvariablesdu r�eseau
convient �a l'instanciation qui seraexpos�eeci-dessous,pour desraisonspra-
tiques on choisit de prendreN � IN � .

D �e�nition 1 8 i 2 IN � , notons par pi le i �eme nombre premier de IN .
8 i 2 IN � , soit E i = f n 2 IN � =0 � n (mod pi )g:

D �e�nition 2 8 i 2 N , d�e�nissons la valuation v�
i de la fa�con suivante :

v�
1 = E1.

8 i > 1; si 9 l � i � 1 =Cil = EQ on prend v�
i = v�

l , sinon :
v�

i (0) = E i et l = 1,
Tant quel < i faire :
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si Cil = PP alors v�
i (l) = v�

i (l � 1) \ v�
l ;

si Cil = DC alors v�
i (l) = v�

i (l � 1) \ v�
l ;

si Cil = PPI alors v�
i (l) = v�

i (l � 1) [ v�
l ;

si Cil = PO alors v�
i (l) = v�

i (l � 1);
l = l + 1;

�A la sortie : v�
i = v�

i (i � 1).

D �e�nition 3 8 i 2 N , d�e�nissons la valuation vi de la fa�con suivante :
v1 = E1 et 8 i > 1; si 9 j < i =Cij = EQ alors vi = vj .

Sinon, vi =
�

E i \
�

T
C ij = P P

j <i
vj

�
\

�
T

C ij = D C
j <i

�vj

� �
[

�
S

C ij = P P I
j <i

vj

�
o�u �vj

d�esignele compl�ementaire de vj dans IN � .

Introduisonsquelquenotations qui nous seronsutiles pour la suite de notre
expos�e.
8 i 2 N notons par :

vD C
i =

�
T

C ij = D C
j <i

�vj

�
, vP P

i =
�

T
C ij = P P

j <i
vj

�
, vP P I

i =
�

S
C ij = P P I

j <i
vj

�
.

vi = v
0

i [ v
00

i avec v
0

i =
�
E i \ vP P

i \ vD C
i

�
et v

00

i = vP P I
i .

vP P 0

i =
�

T
C ij = P P

j <i
v

0

j

�
, vD C0

i =
�

T
C ij = D C

j <i
v0

j

�
.

Il se trouve que les deux valuations qu'on vient de d�e�nir sont �equivalentes
(cf. la proposition 1). Dans la d�e�nition 2, v�

i est introduite de fa�con algo-
rithmique, et nousserautile pour desraisonstechniques,notamment lors de
la d�emonstrationde la proposition 6. Par contre, vi est donn�eeexplicitement
dans la d�e�nition 3 et constitue notre id�ee de d�epart. L'in tuition de faire
correspondre �a chaque�el�ement du r�eseauR desmultiples de nombres pre-
miers est que lesensemblesE i , qui sont desensembles in�nis et co-in�nis, se
trouvent naturellement dans la relation PO entre eux. De mani�ereg�en�erale,
on peut se repr�esenter les ensembles vi (resp. v�

i ) comme�etant l'union de
multiples de nombres premiers (cependant, un vi peut ne pas contenir tous
les multiples d'un pj donn�e). L'un de nos objectifs majeurs serade valider
notre intuition dans le cas des ensembles vi cette fois-ci, en utilisant l'hy-
poth�esede chemin-consistancedu r�eseauconsid�er�e.
Lesdeux exemplessuivants illustrent le proc�ed�e �a suivre pour construireune
valuation consistante.

Exemple1 :

On a v1 = E1, v2 = E2 \ �E1, v3 = E3 \ �E1 \ (E2 \ �E1) = E3 \ �E1 \ �E2.
Et v�

1 = E1, v�
2 = E2 \ �E1, v�

3 = E3 \ �E1 \ �E2.
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v1 n'est autre que l'ensemble desentiers pairs. v2 est l'ensemble desnombres
impairs qui sont desmultiples de 3. v3 repr�esente celui desmultiples de 5 qui
ne sont pasdivisibles par 2, par 3 non plus.

Exemple2 :
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5

PP
PP

PP

PO

PO

PPI

DC

PPI

EQ
DC

On a v1 = E1, v2 = E2 \ E1, v3 = E3 \ �v2 = E3 \ (E2 \ E1) = (E3 \ �E2) [
(E3 \ �E1), v4 = v1, v5 = (E5 \ v1 \ v4 \ �v3) [ v2 = (E5 \ E1 \ �E3) [ (E1 \ E2).
8 i � 4; v

0

i = vi et v
0

5 = (E5 \ E1 \ �E3) [ (E5 \ E1 \ E2).
En�n, v�

1 = E1, v�
2 = E2 \ E1, v�

3 = E3 \ �v2 = v3, v�
4 = v4,

v�
5 = ((E5 \ v1) [ v2) \ �v3 \ v4 = v5.

Remarque 1 Durant la suite de notre expos�e, 8 i 2 N; i 0 d�enotera le plus
petit entier v�eri�ant Cii 0 = EQ.

Lemme 1 8 i 2 N; 8 j; l < i =Cj l = DC, on a v�
j 0

\ v�
l0 = ; .

D �emonstration Soit i 2 N et soient j; l < i =Cj l = DC.
Supposonsque j 0 < l0.(Le raisonnement est le mêmepour j 0 > l0).
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On a v�
l0 � v�

l0 (j 0) [
�

S
C l 0r = P P I

j 0 <r <l 0

v�
r

�
� (v�

l0 (j 0 � 1) \ v�
j 0

) [
�

S
C l 0r = P P I

j 0 <r <l 0

v�
r

�
,

donc v�
l0 � v�

j 0
[

�
S

C l 0 r = P P I

j 0 <r <l 0

v�
r 0

�
. Le r�eseauN �etant chemin-consistant,

puisqueCl0r = PPI on d�eduit que Cj 0r 0 = DC.

Finalement, v�
j 0

\ v�
l0 �

0

@S
C r 0 j 0

= D C

j 0 <l 0
r 0<l 0

(v�
j 0

\ v�
r 0

)

1

A .

En it �erant le raisonnement on conclut que l'in tersectionest vide.

Prop osition 1 Lesvaluations d�e�nies pr�ec�edemmentsont �equivalentes.

D �emonstration Montrons par r�ecurrencesur i la propri�et�e P1(i ) suivante :
v�

i = vi .
Par d�e�nition on a v�

1 = E1 et le r�esultat est vrai au rang un.
SupposonsP1(i � 1) vraie et montrons P1(i ).
Si 9 j < i =Cij = EQ alors par hypoth�esede r�ecurrenceon a v�

i = vi .

Sinon,pour l < i , d�esignonspar vD C
i (l) =

�
T

C ij = D C
j � l

v�
j

�
, vP P

i (l) =
�

T
C ij = P P

j � l
v�

j

�
,

vP P I
i (l) =

�
S

C ij = P P I
j � l

v�
j

�
, et montrons la propri�et�e P2(l) suivante :

8 l < i; v�
i (l) =

�
E i \ vP P

i (l) \ vD C
i (l)

�
[ vP P I

i (l).
Pour l = 0, v�

i (0) = E i .
SupposonsP2(l � 1) vraie et montrons P2(l).
Sachant que 8 j < i; v�

j = vj , �a la l �eme it �eration on distingue 4 cas:

1. Si Cil = PPI , alors v�
i (l) = v�

i (l � 1) [ v�
l0 . Or P2(l � 1) est v�eri� �ee,

donc v�
i (l) =

�
E i \ vP P

i (l � 1) \ vD C
i (l � 1)

�
[ vP P I

i (l � 1) [ v�
l0 .

PuisqueCil = PPI , on a vP P
i (l � 1) = vP P

i (l), vD C
i (l � 1) = vD C

i (l),
vP P I

i (l � 1) [ v�
l0 = vP P I

i (l), et on a bien P2(l).

2. Si Cil = DC, alors v�
i (l) = v�

i (l � 1) \ v�
l . PuisqueP2(l � 1) est v�eri� �ee,

on a v�
i (l) =

�
(E i \ vP P

i (l � 1) \ vD C
i (l � 1)) [ vP P I

i (l � 1)
�

\ v�
l .

CommeCil = DC, alorsvP P
i (l � 1) = vP P

i (l), vD C
i (l � 1) \ v�

l = vD C
i (l),

vP P I
i (l � 1) = vP P I

i (l).
D'o�u v�

i (l) =
�
E i \ vP P

i (l) \ vD C
i (l)

�
[ (vP P I

i (l) \ v�
l ).

Montrons quevP P I
i (l) \ v�

l = vP P I
i (l). Pour cela,il su�t de montrer que

vP P I
i (l) \ v�

l =
�

S
C ij = P P I

j � l � 1
v�

j 0

�
\ v�

l0 = ; .

Soit j � (i � 1) = Cij = PPI . Puisque Cil = DC alors Cj l = DC.
D'apr�esle lemme1, on d�eduit que v�

j 0
\ v�

l0 = ; .

3. Si Cil = PP, alors v�
i (l) = v�

i (l � 1) \ v�
l . Or P2(l � 1) est v�eri� �ee,donc

v�
i (l) =

�
(E i \ vP P

i (l � 1) \ v�
l \ vD C

i (l � 1)) [ (vP P I
i (l � 1)

�
\ v�

l ).
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PuisqueCil = PP, alorsvP P
i (l � 1)\ v�

l = vP P
i (l), vD C

i (l � 1) = vD C
i (l),

vP P I
i (l) = vP P I

i (l � 1).
Donc v�

i (l) =
�
E i \ vP P

i (l) \ vD C
i (l)

�
[ (vP P I

i (l) \ v�
l ).

Montrons que vP P I
i (l) � v�

l .
Il su�t de montrer que 8 j � (l � 1) =Cij = PPI on a vj 0 � vl0 .
Soit j � (l � 1) =Cij = PPI . PuisqueCil = PP alors Cj l = PP.
Si j 0 < l0, on obtient vj 0 \ vl0 = vj 0 \ (v

0

l0 [ v
00

l0 ) = (vj 0 \ v
0

l0 ) [ vj 0 = vj 0 .

Si j 0 > l0, on a v�
j 0

� (v�
j 0

(l0 � 1) \ v�
l0 ) [

�
S

C j 0 r 0
= P P I

l 0 <r <j 0

v�
r 0

�
.

Si r0 < l0, la chemin-consistancedu r�eseaunous donne Cl0r 0 = PPI ,
et on a par d�e�nition de vl0 , v�

r 0
� v

00

l0 � v�
l0 .

Donc v�
j 0

� v�
l0 [

�
S

C r 0 l 0
= P P

l 0 <r 0<j 0

v�
r 0

�
� v�

l0 , i.e. vj 0 � vl0 .

4. Si Cil = PO, alors v�
i (l) = v�

i (l � 1). Or P2(l � 1) est v�eri� �ee,donc
v�

i (l) = (E i \ vP P
i (l � 1) \ vD C

i (l � 1)) [ vP P I
i (l � 1). PuisqueCil = PO,

alors vP P
i (l � 1) = vP P

i (l), vD C
i (l � 1) = vD C

i (l), vP P I
i (l � 1) = vP P I

i (l).

Dans tous lescas,il s'ensuit que v�
i (l) = (E i \ vP P

i (l) \ vD C
i (l)) [ vP P I

i (l).

4 R�esultats pr �eliminaires
�A pr�esent, on se proposede montrer que la valuation vi (resp. v�

i ) est
consistante. Faute de m�ethode connue pour d�emontrer ce genrede r�esultat,
on a dû �elaborer un syst�emede preuvesen plusieurs�etapes.Tout d'abord il
nousa paru n�ecessairedetrouver unerepr�esentation compactedesvi (i 2 N ),
cequi nouspermettra d'�etablir quecesensemblessont �a la fois in�nis et co-
in�nis. Ensuite, on v�eri�era quepar d�efaut ils sont dansla relation PO entre
eux (cf. la proposition 5). Ensuite, il ne nousresteraplus qu'�a conclure.
�Etablissonsquelquesr�esultats g�en�eraux qui, par la suite, nous seront utiles
pour d�eduirecertainespropri�et�esinh�erentes aux ensemblesvi qu'on a d�e�nis.
L'objet dela proposition qui suit estdedonnerla formeg�en�erald'un ensemble
vi donn�e.

Prop osition 2 8 i 2 N; vi s'�ecrit sous la forme d'une expressiondu type
Bool(E1; : : : ; E i ) o�u Bool(E1; : : : ; E i ) =

S
� 2 I (

T
� 2 I 0 F�� ) avec I ; I 0 dessous-

ensembles�nis, non videsde IN � et F�� 2 f E l ; �E l ; 1 � l � ig.

D �emonstration Montrons en raisonnant par r�ecurrencesur i que vi s'�ecrit
sousla forme d'une expressiondu type Bool(E1; : : : ; E i ).
On a v1 = E1.
Supposonsque 8 j � i � 1 la propri�et�e est vraie pour vj .

9



S'il existe j < i=Cij = EQ alors vi = vj et la proposition est vraie d'apr�es
l'hypoth�esede r�ecurrence.Sinon, par d�e�nition on a :
vi =

�
E i \

� T
Cij = P P vj

�
\

� T
Cij = D C �vj

� �
[

� S
Cij = P P I vj

�
avecj < i .

En appliquant l'hypoth�esede r�ecurrence,tous les vj apparaissant ci-dessus
s'�ecrivent sousla forme Bool(E1; : : : ; E j ). D'apr�esles lois de De Morgan, on
a :
�vj =

S
� (

T
� F�� ) =

T
� (

S
� F�� ) =

S

 (

T
� G
 � ) o�u 
 ; � d�ependent de � et � .

La distributivit �e de l'in tersectionpar rapport �a l'union nousdonne:� S
� (

T
� F�� )

�
\

� S
� 0(

T
� 0 F� 0� 0)

�
=

S

 0(

T
� 0 G
 0� 0).

D'apr�esles remarquesci-dessus,on d�eduit le r�esultat.

D�esormais,pour desraisonspratiques, il s'av�ereplus naturel de caract�eriser
les ensembles qu'on d�e�nira en termesde `conditions'. Par la suite, 8 j; n 2
IN � , `pj jn' (resp. `pj 6jn') se lira : le j �eme nombre premier divise (resp. ne
divise pas) l'entier n.

Corollaire 1 Notons par CON D = f conditions `pj jn',`pj 6jn', j 2 IN � g.
Soient I 1 et I 2 deuxsous-ensembles�nis, non videsde IN � .
8 i 2 N; vi s'�ecrit comme un ensembled'entiers v�eri�ant desconditions de
la forme :

W
� 2 I 1

� V
� 2 I 2

c��

�
o�u c�� 2 CON D.

D�emonstration 8 i 2 N; vi =
S

� 2 I

� T
� 2 I 0 F��

�
d'apr�esla proposition 2.

Aux relations \ ; [ associonsrespectivement lesconnecteurŝ ; _ ; et �a F�� =
E l ou F�� = �E l faisonscorrespondre respectivement les conditions `pl jn' et
`pl 6jn'.
Il est clair que l'ensemble obtenu est identique �a vi .

Propri �et �e 1 Toute union �nie desE i est in�nie et co-in�nie.

D �emonstration Soit E = E1 [ : : : [ Ek ; k 2 IN � .
E �etant l'union �nie d'ensembles in�nis est lui-mêmein�ni. D'autre part,
�E =

T k
l=1

�E l contient tous les nombres premiersstrictement sup�erieurs �a pk

et donc E est co-in�ni.

Propri �et �e 2 Toute intersection �nie desE i est in�nie et co-in�nie.

D �emonstration (cf. chineseremainder theorem).
Montrons que E = E1 \ : : : \ Ek = f n 2 IN � =0 � n (mod

Q k
l=1 pl )g.

Soit n 2 E. 9 l1; : : : ; lk 2 IN =n = l1p1 = � � � = lkpk .
8 1 � i; j � k (i 6= j ); l i pi = l j pj et l i = l j pj

pi
, donc pi jl j .
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On en d�eduit que chaquel j est divisible par le produitQ k
l =1
l 6= j

pl = p1 � � � � � pj � 1 � pj +1 � � � � � pk et quen est divisible par
Q k

l=1 pl .

R�eciproquement, 8 l 2 IN � ; n = l � p1 � � � � � pk 2 E.
Il s'ensuit que E et �E =

S k
l=1

�E l sont in�nis.

Lemme 2 Soit CON D 0 � CON D unepartie non videcontenantun nombre
�ni de conditions prises dansCON D et 2 �a 2 non contradictoires.
Alors E = f n 2 IN � =n v�eri�e CON D 0g est in�ni et co-in�ni.

D �emonstration D�emontrons cer�esultat en raisonnant par r�ecurrencesur le
nombre X de conditions impos�ees�a n.
Pour X = 1; E = f n 2 IN � =pi jng ou E = f n 2 IN � =pi 6jng.
Supposonsque E est in�ni et co-in�ni pour Card(CON D 0) = X � 1, et
montrons le r�esultat au rang suivant.
Soient J = f l 2 IN � =pl jn est une condition caract�erisant Eg et
K = f k 2 IN � =pk 6jn est une condition caract�erisant Eg
avec Card(J ) + Card(K ) = X .
Si K = ; , E s'�ecrit commeune intersection�nie de E l ; (l 2 J ), et d'apr�esla
propri�et�e 2 il est in�ni et co-in�ni. De même,si J = ; , �E s'�ecrit commeune
union �nie de Ek ; (k 2 K ), et d'apr�esla propri�et�e 1 il est in�ni et co-in�ni.
Sinon, soit E

0
= f

�
(l

0 Q
k2 K pk) + 1

� Q
j 2 J pj ; l

0
2 IN g.

Par construction on a E
0

� E puisque8 n 2 E 0; n v�eri�e les conditions de
CON D 0. E est donc in�ni. De plus, il est co-in�ni puisque �E contient tous
les nombrespremiersdi� �erents despj o�u j 2 J .

D �e�nition 4 Soit E =
S

� 2 I (
T

� 2 I 0 F�� ) o�u I ; I 0 sont desparties �nies, non
videsde IN � et F�� 2 f E l ; �E l ; l 2 IN � g.
On dira queE estbiend�e�ni si E 6= IN � et 9� 2 I =

T
� 2 I 0 F�� estcaract�eris�ee

par un nombre �ni deconditions deCOND qui sont 2 �a 2 non contradictoires.

Prop osition 3 Soit I une partie �nie non vide de IN � et H =
S

i 2 I H i =
8 i 2 I ; H i v�eri�e un nombre �ni de conditions prises dans CON D. Si H
est bien d�e�ni, alors il est in�ni et co-in�ni.

D �emonstration CommeH est bien d�e�ni, 9 i 2 I = H i est caract�eris�e par
un nombre �ni de conditions 2 �a 2 non contradictoires. D'apr�es le lemme2
H i est in�ni, et donc H l'est aussi.
8 i 2 I notons par L i = f l 2 IN � =`pl jn' est une condition caract�erisant H i g.
Par hypoth�ese,9 n0 2 IN � nH et,

S
i 2 I L i �etant une partie stricte de IN

il existe une in�nit �e de nombres premiers pl0 = l0 62
S

i 2 I L i . Montrons en
raisonnant par l'absurde que n0 � pl0 2 �H .
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Supposons9 l0 62
S

i 2 I L i =n0 � pl0 2 H . Donc 9 i 2 I =n0 � pl0 2 H i .
8 l 2 L i , (pl jn0 � pl0 et PGCD(pl ; pl0) = 1) ) pl jn0.
Soit K i = f k 2 IN � =`pk 6jn' est une condition caract�erisant H i g.
Si 9k 2 K i =pk jn0, alorspk jpl0� n0 et n0� pl0 62H i , contrairement �a l'hypoth�ese
qu'on a faite. On a donc 8 k 2 K i ; pk 6jn0. Ce r�esultat, combin�e avec le fait
que8l 2 L i ; pl jn0 nouspermet deconclurequen0 2 H i , cequi est impossible.
Puisquef n0 � pl0; l0 62

S
i 2 I L i g � �H est in�ni, H est co-in�ni.

Corollaire 2 8 i 2 N; E = Bool(E1; : : : ; E i ) est soit in�ni et co-in�ni dans
le cas o�u il est bien d�e�ni, soit il appartient �a f; ; IN � g.

En e�et, d'apr�es le corollaire 1, E v�eri�e les conditions
W

� 2 I 1

� V
� 2 I 2

c��

�

o�u c�� 2 CON D. Si 8 � 2 I 1; (
V

� 2 I 2
c�� ) contient au moins deux condi-

tions contradictoires, alors E = ; . Sinon, si E est bien d�e�ni, d'apr�es la
proposition 3 il est in�ni et co-in�ni.

5 Correction de l'algorithme

Montrons que la valuation introduite dans la section 3 caract�erise par
d�efaut la contrainte PO (i.e. si 9 i; j 2 N =Cij = PO, alors on a R(vi ; vj ) =
PO), et qu'elle fournit bien une solution �a notre probl�eme, �a savoir qu'elle
est consistante. Du fait, il nous est n�ecessaired'�etablir au pr�ealablela pro-
position 4. La formulation du lemme3 nousest capitale, dans la mesureo�u
ce dernier nous permettra d'assurer que 8 i 2 N; vi contient une in�nit �e
d'entiers qui sont tous desmultiples de nombrespremiers.

Lemme 3 (fondamen tal) R = (N; C) �etant un r�eseau de contraintes ato-
miquesde RCC � 5, chemin-consistant, �a tout i 2 N associons v

0

i comme
valuation, o�u v

0

i a �et�e intr oduit dans la section 3.
SoientI 1 et I 2 deuxsous-ensembles�nis non videsdeIN � et J; J 0 � f 1; : : : ; ig=
8 r; r 0 2 J; Cr r 0 6= DC et 8 s 2 J 0; Csr 2 f PP; PO; DCg.

Alors toute intersection �nie non vide de la forme
� T

r 2 J v
0

r

�
\

� T
s2 J 0 v0

s

�
,

qui est caract�eris�ee par les conditions
W

� 2 I 1

� V
� 2 I 2

c��

�
o�u c�� 2 CON D,

v�eri�e la propri�et�e suivante :
9 � 2 I 1 =

V
� 2 I 2

c�� est une conjonction de conditions 2 �a 2 non contradic-
toires.

D �emonstration Raisonnonspar r�ecurrencesur i 2 N .
Pour i = 1; C11 = EQ et le r�esultat est vrai.

12



Supposonsque le r�esultat est vrai au rang i � 1 et montrons-le au rang i .
Soit

� T
r 2 J v

0

r

�
\

� T
s2 J 0 v0

s

�
une telle intersection. �Ecartons les castriviaux

pour lesquelssoit 9 j < i =Cij = EQ, soit 8 t 2 J [ J 0; t 6= i . On distingue
2 cas:

- i 2 J 0 alors v0

i = �E i [ vP P 0

i [ vD C0

i .
Ôtons v0

i de cette intersection qui seracaract�eris�eepar desconditions

de la forme
W

� 2 I 1

� V
� 2 I 2

c��

�
.

D'apr�esl'hypoth�esede r�ecurrence,9 � 2 I 1 =
V

� 2 I 2
c�� sont descondi-

tions 2 �a 2 non contradictoires. Rajoutons �a cette conjonctiondecondi-
tions la suivante : `pi 6jn' qui, par d�e�nition mêmedesv

0

k est distincte
desc�� .

- i 2 J; v
0

i = E i \ vP P 0

i \ vD C0

i .
Explicitons vP P 0

i \ vD C0

i en fonction desv
0

k =Cik 2 f PP; DCg et ôtons

E i de cette intersectionqui seracaract�eris�eepar
W

� 2 I 1

� V
� 2 I 2

c��

�
.

8 r; k 2 J (Cr i 6= DC et Cik = PP) c:c=) 1 Cr k 6= DC.
8 r 2 J; 8 k 2 J 0 (Cki = DC et Cr i 6= DC) c:c=) Ckr 2 f PO; PP; DCg.
L'in tersection obtenue v�eri�e bien les conditions du lemmeet on peut
lui appliquer l'hypoth�esede r�ecurrence.
On d�emontre le r�esultat par un raisonnement analogue�a celui o�u i 2 J 0

en rajoutant la condition `pi jn'.

Prop osition 4 8 i 2 N; vi est in�ni et co-in�ni.

D �emonstration Pour cela on montre que vi = vi 0 = Bool(E1; : : : ; E i 0 ) (cf.
proposition 2) est bien d�e�ni, ce qui nous permettra de conclured'apr�es le
corollaire 2 qu'il est in�ni et co-in�ni.
Rappelonsque 8 i 2 N; i 0 d�enotele plus petit entier v�eri�an t Cii 0 = EQ.
Remarquonstout d'abord que 8 i 2 N; vi 6= IN � .
En e�et, 8 i 2 N; vi �

S
j � i 0

E j et 8 k > i 0; pk 62vi 0 .
D'autre part, vi 0 = v

0

i 0
[ v

00

i 0
. Notons par w0 la partie de v

0

i 0
qui, 8 j � i 0; vj

exclut vP P I
j . On sait d'apr�esle lemme3 que w0 est bien d�e�ni.

Si vi 0 est caract�eris�e par
W

� 2 I 1

� V
� 2 I 2

c��

�
et w

0
par

W

 2 J1

� V
� 2 J2

d
 �

�
on a

J1 � I 1 et toute s�equenced'intersectionde w0 �gure exactement dansvi 0 .

En e�et, vi 0 =
�

E i 0 \
�

T
C i 0 j = P P

j <i 0

vj

�
\

�
T

C i 0 j = D C

j <i 0

�vj

��
[

�
S

C i 0 j = P P I

j <i 0

vj

�
.

8 j < i0, si Ci 0 j = PP il su�t qu'on consid�ere la partie v
0

j 0
de vj 0 .

Si Ci 0 j = DC, on sait que �vj =
�

E j 0 [ vP P
j 0

[ vD C
j 0

�
\ vP P I

j .

1c.c est un abr�eg�e de chemin-consistance.
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8 k < j 0 =Cj 0k = PPI ; (Cj 0k = PPI et Ci 0 j 0 = DC) c:c=) Ci 0k = DC,
d'o�u �vk �gure dansvD C

i 0
et on retient v0

j 0
et v0

k0
dansw

0
. Ainsi, on d�eduit que

vi 0 = vi est bien d�e�ni.

D �e�nition 5 8 i 2 N , on sait que les conditions
W

� 2 I 1

� V
� 2 I 2

c��

�
ca-

ract�erisent vi . 8 � 2 I 1 notons par L � = f l � i 0 =9 � 2 I 2; c�� = `pl jn'g.

Lemme 4 Soit
W

� 2 I 1

� V
� 2 I 2

c��

�
la caract�erisation de vi .

Alors 9 � 2 I 1 =L � = f i0g [ f k =k < i 0 et Ci 0k = PPg.

D�emonstration Soit i 2 N .
8 j � i0 consid�eronsla valuation v

0

j = E j \ vD C0

j \ vP P 0

j .

On a v
0

i 0
= E i 0 \

�
T

C i 0 k = P P

k <i 0

v
0

k0

�
\

�
T

C i 0 k = D C

k <i 0

(Ek0 [ vP P 0

k0
[ vD C0

k0
)
�

.

Donc v
0

i 0
est �equivalent �a une union d'intersection d'�el�ements de la forme

E l ; �E l , o�u l < i 0. Remarquonsquesi k < i 0 et Ci 0k = PP, alors k 2 S. Donc
S correspond �a l'ensemble des indices k � i 0 tels que la condition `pk jn'
apparaissedansune desintersectionsde l'union d�e�nissant v

0

i 0
. (Pour k < i 0

et Ci 0k = DC, il su�t qu'on consid�ere l'in tersectionavec Ek0 ).
Or, on sait que la s�equenceainsi choisie dans v

0

i 0
�gure exactement dans

vi 0 = vi (cf. la d�emonstration de la proposition 4), d'o�u le r�esultat.

Prop osition 5 La valuation ainsi d�e�nie caract�erise la relation PO au sens
o�u si Cij = PO alors vi 6� vj ,vj 6� vi et vi \ vj est in�ni et co-in�ni.

D �emonstration La chemin-consistancedu r�eseaunous donneCi 0 j 0 = PO.
Supposonsque i 0 > j 0. (Le caso�u i 0 < j 0 sed�emontre de la mêmefa�con).
Notons par w0 la partie de vi 0 \ vj 0 qui, 8 k � i 0; vk exclut vP P I

k . D'apr�es
le lemme 3, w0 est bien d�e�ni et vi 0 \ vj 0 l'est aussi (par un raisonnement
analogue�a celui e�ectu�e dans la proposition 4, et en remarquant que vi 0 \
vj 0 6= IN � puisquevi 0 \ vj 0 � vi 0 et vi 0 6= IN � ). Le corollaire 2 nous permet
de conclureque cette intersectionest in�nie et co-in�nie.
Montrons que vi 0 6� vj 0 .

Si v
0

i 0
est caract�eris�e par

W
� 2 I 1

� V
� 2 I 2

c��

�
, pour � 2 I 1 notons par L �

l'ensemble d�e�ni d'apr�esle lemme4.
Consid�eronsn0 =

Q
t2 L �

pt .
Raisonnonspar l'absurde : n0 2 vj 0 ) (n0 2 v

0

j 0
ou n0 2 v

00

j 0
).

n0 2 v
0

j 0
) 9 t 2 L � =t = j 0, et on d�eduit que Cij 0 = Cij = PP.

n0 2 v
00

j 0
=

�
S

C j 0 k = P P I

k <j 0

vk

�
) 9 k < j 0 = n0 2 vk , donc 9 t 2 L � = t = k0 et
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Cik 0 = Cik = PP, cequi est impossiblepuisqu'on a
(Cij 0 = PPI et Cj 0k = PPI ) c:c:=) Cik = PPI , d'o�u n0 62v

00

j 0
.

De mêmeon montre que vj 0 6� vi 0 .

Prop osition 6 Tout r�eseau R = (N; C) chemin-consistant de contraintes
atomiquesde RCC� 5 est consistant.

D �emonstration Notre preuve sebasesur la valuation v d�ej�a d�e�nie. Pour
�etablir que v est consistante il su�t de montrer que 8 i; j 2 N si i 6= j alors
R(vi ; vj ) = Cij .
Ceci revient �a prouver que 8 i; j 2 N si i 6= j alors R(vi 0 ; vj 0 ) = Ci 0 j 0 .

1. Si Cij = PPI .
Pour prouver que vj 0 � vi 0 , on raisonnede mani�ere identique �a la �n
de la partie 3 de la proposition 1 (il su�t de permuter les indices i; j
respectivement avec l; i ).
Il reste �a montrer que vj 0  vi 0 .

On sait quevi 0 estcaract�eris�epar desconditionsdela forme
W

� 2 I 1

� V
� 2 I 2

c��

�
.

Soit L � l'ensemble d�e�ni d'apr�esle lemme4.Consid�eronsn0 =
Q

t2 L �
pt .

Raisonnonspar l'absurde : n0 2 vj 0 ) (n0 2 v
0

j 0
ou n0 2 v

00

j 0
).

n0 2 v
0

j 0
) 9 t 2 L � =t = j 0, et on d�eduit que Cij 0 = Cij = PP.

n0 2 v
00

j 0
=

�
S

C j 0 k = P P I

k <j 0

vk

�
) 9 k < j 0 =n0 2 vk , donc 9 t 2 L � =t = k0

et Cik 0 = Cik = PP, cequi est impossiblepuisqu'on a
(Cij 0 = PPI et Cj 0k = PPI ) c:c:=) Cik = PPI , d'o�u n0 62v

00

j 0
.

2. Si Cij = PP.
CommeCj i = PPI , on proc�edede la mêmemani�ereque ci-dessus.

3. Si Cij = DC.
Supposonsque i 0 > j 0, et montrons qu'on a v�

i 0
\ v�

j 0
= ; .

On a v�
i 0

� v�
i 0

(j 0)[
�

S
C i 0r = P P I

j 0 <r <i 0

v�
r

�
� (v�

i 0
(j 0� 1)\ v�

j 0
)[

�
S

C i 0 r = P P I

j 0 <r <i 0

v�
r

�
.

v�
i 0

\ v�
j 0

�
�

S
C i 0r = P P I

j 0 <r <i 0

(v�
r \ v�

j 0
)
�

. Comme Ci 0 r = PPI , alors Cj 0r =

DC. D'apr�es le lemme 1 on d�eduit que 8 r < i 0 = Cj 0r = DC; on a
v�

r \ v�
j 0

= ; , d'o�u le r�esultat.

4. Si Cij = PO.
D'apr�esla proposition 5, on a vi 6� vj , vj 6� vi , et vi \ vj 6= ; .
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6 Conclusion

Pour tout r�eseauchemin-consistant decontraintes atomiquesde RCC� 5,
on est parvenu �a d�e�nir de fa�con it �erative une valuation consistante. Pour
tout classement arbitraire des�el�ements du r�eseau,notre approchedynamique
fut d'attribuer �a chacunede sesvariablesun sous-ensemble in�ni et co-in�ni
de IN , sp�eci� �e par une union �nie d'ensembles de multiples de nombrespre-
miers. On construit ainsi un mod�ele concret du r�esultat d�ej�a �etabli par Ne-
bel [15], concernant la consistancedes r�eseaux�nis, chemin-consistant et
atomiquesde RCC � 5. L'apport de cette m�ethode r�esideaussidans le fait
qu'elle s'applique �a un r�eseauconstitu�e d'un nombre �eventuellement in�ni
de variables. Rappelons que pour d�eterminer la complexit�e d'une logique
temporelle du mouvement bas�eesur RCC, introduite par Wolter et Zakha-
ryaschev [22], nous avons montr �e [4] qu'il fallait être capable de r�esoudre
descontraintes atomiquesentre une in�nit �e de variables.Wolter et Zakha-
ryaschev avaient �x �e EXPSPACE commeborne sup�erieure du probl�emede
la satis�abilit �e d'une formule de la logique ST �

1 . La complexit�e d'une telle
logiquefut ramen�ee�a PSPACE, grâceaux travaux de Gabelaiaet al. [11]qui
utilis�erent une approche di� �erente de celled�evelopp�eedans[3].
D'un autre côt�e, on sait d'avanceque l'approche statique propos�eedans[4],
susceptiblede r�esoudrele probl�emede l'instanciation consistante dansle cas
o�u lescontraintes seront prisesdansRCC� 8risqued'être insu�san te �a elle
seule,enraisonde la nature topologiquedesensemblesqu'on aura �a sp�eci�er.
Bien que l'ensemble qu'on utilisera a�n de construire notre valuation aura
despropri�et�esdi� �erentes de cellesde IN (on consid�ereraprobablement l'en-
semble desnombresr�eels),l'in t�er̂et de l'instanciation dynamiquequ'on vient
de d�ecrire est de nous�eclairer sur la nature de la d�emarche �a suivre a�n de
r�epondre �a la mêmequestion,dans le casde RCC� 8 cette fois-ci.
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